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Résumé. Le but de ce cours est d’étudier les modeles d’écoulements de fluides com-
plexes décrits par des EDP hyperboliques dans les contextes de 1’énergie hydraulique,
de I’exploitation des hydrocarbures des réacteurs nucléaires. On abordera notamment
les écoulements a surface libre, les écoulements en milieu poreux et les écoulements
diphasiques. Leur étude sera effectuée a la fois d’un point de vue théorique et du point
de vue de I’approximation numérique.
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Chapitre 1

Rappels sur les modéeles
hyperboliques



Chapitre 11
Energie hydraulique

On s’intéresse dans ce chapitre aux problématiques liées a la production d’énergie
par I’écoulement de 1’eau en milieu « naturel » : rivieres, fleuves et lacs pour les bar-
rages hydroélectriques, écoulements cotiers pour les systemes houlomoteurs. On regar-
dera les configurations d’écoulements d’eau pour lesquels la surface est libre (I’air ne
modifie pas I’écoulement de I’eau), sans déferlement. Cela permet d’effectuer plusieurs
hypotheses simplificatrices permettant d’obtenir un modele, somme toute, relativement
abordable théoriquement et numériquement. A noter que le champ d’application des
modeles étudiés ici est méme plus large, il inclut notamment le transport de polluant
par un courant marin, I’écoulement dans les lacs et autres eaux « peu profondes », la
propagation de tsunamis (au prix d’éventuelles améliorations...).

1 Dérivation des équations

Comme cela vient d’étre mentionné, I’hypothese importante est la faible profon-
deur de I’eau par rapport a la dimension du domaine. On se place dans le cas d’un fond
plat rugueux (qui va donc engendrer de la friction) avec une surface libre (on en pré-
cisera le sens un peu plus tard) qui ne déferle pas. Ainsi, les seules forces appliquées
a I’eau sont la gravité et la friction du sol ; on pourrait ajouter notamment un sol non
plat, de la friction avec 1’air pour la prise en compte du vent, de la tension superficielle
pour I’interface entre I’air et ’eau... mais dans la plupart de ces cas, la dérivation des
équations est plus difficile.

1.1 Equations de Navier-Stokes et adimensionnement

Pour simplifier les calculs, on se place en une dimension horizontale x, en plus de
la dimension verticale z, voir figure II.1. L'eau est décrite par les équations de Navier-
Stokes incompressible, c’est-a-dire que I’eau est supposée étre un fluide visqueux et
incompressible a cette échelle, dont la masse volumique est supposée égale a 1 :

vy + an3 =0,
Ovi 4 0c(v1?) +0:(viv3) + ep = HAVY, (IL1)
O3+ 9,(v3%) + A (viv3) + d.p = HAV; — g,

équations qui sont posées pour 7 > 0, x € R et 0 < z < h(t,x), h(t,x) étant la hauteur
d’eau, et v(z,x,7) = (v1,v3)(t,x,2) et p(t,x,z) sont la vitesse et la pression de I’eau. Les
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FIGURE II.1 — Représentation d’un écoulement a surface libre

constantes positives (L et g représentent la viscosité et la gravité. On introduit de plus
le tenseur des contraintes

20,1 8zv1 + aXV3)

o=-rltu (azvl +dw3 20.v3

et ng(¢,x) la normale a la surface, donc égale a (—dy/,1)7 (il n’est pas nécessaire
qu’elle soit unitaire dans la suite). En plus des équations (II.1), on ajoute les conditions
aux limites suivantes :

G(tvxvh(tvx)) 'nS(tvx) = Oa

v3(t,x,0) =0, (IL.2)

(kvi — pdvy)(t,x,0) =0.

La premiere condition traduit la notion de surface libre : aucune contrainte (en particu-
lier due a I’air) n’agit sur la surface de I’eau. La deuxieme traduit I’imperméabilité du
sol et la troisieme, dite loi de paroi de Navier, permet de prendre en compte la rugosité
du sol via le coefficient de friction Kk > 0 : en x = 0, si kK = 0, on obtient une condition
de réflexion pure et si kK — o0, on obtient une condition de Dirichlet homogene.

On définit maintenant la fonction indicatrice de I’eau

1 si0<z<h(tx),

1,x,2) = .
x(1,%2) 0 sinon.

La région occupée par le fluide est convectée par 1’écoulement, ce qui se traduit, en
utilisant I’incompressibilité de 1’eau, par

azx + ax("l%) + az(V3X) =0.

Cette équation peut s’interpréter aussi comme 1’équation de conservation du volume
occupé par I’eau (ou de maniere équivalente, de la masse).

Passons maintenant a 1’adimensionnement des équations. Notons H, L et U les
hauteur d’eau, taille du domaine et vitesse caractéristiques de 1’écoulement. On note
€ = H/L (qui va donc tendre vers 0 comme son nom I’'indique, ce qui va correspondre
donc a I’hypothese de faible profondeur). On introduit les variables adimensionnées
suivantes :

i=x/L, F=z/H =z/(eL), F=1U/L,

=2
171=V1/U, 1732113/(8U)7 ﬁzp/Uz.



On en déduit directement les équations de Navier-Stokes modifiées suivantes :

% {9)2171 + 32\73} =0,

U? U 1

A [35\71 + 3}(\7%) + &z(ﬁlﬁg) + 8,@} = ,uﬁ {8“\11 + = aZZV1:|

eU? eU 1
[ o)+ ) + G307 | = S [Bam + 3,

qui se réécrivent en introduisant le nombre de Reynolds Re = UL/ et le nombre de
Froude Fr = U /+/gH et en enlevant les ~

8xv1 + aZV3 =0

1 1
atVl + ax(VIZ) + az(VIVS) + 9xp = Ri |:axxV1 +—= azzvl] (11.3)

1
[8 OexV3 + 8@@] e

€2[9vs +0:(v3”) + dc(viva)] + dop = -
Fr

Concernant les conditions aux limites, on en déduit tous calculs faits

(Rep 20,v1) 0k h+ 0y, + €293 =0 pourz= h(t,x),
Rep —2dv3 + (d,v1 + 828XV3)8xh =0 pour z = h(t,x),
v3=0 pour z =0,

(IL4)

oeRevy —d,v1 =0 pour z =0,

ol o =xk/U.

1.2 Equations sur une colonne d’eau

Tout d’abord, on peut facilement vérifier que I’équation sur y est invariante par
I’adimensionnement. Soit H > 0 tel qu’il existe § > 0 vérifiant 4(¢,x) + & < H pour
tout ¢ et x. En intégrant verticalement cette équation entre 0 et 4 on obtient

H H
a1‘/0 x(taxvz) dZ"‘ax/O l(fyx7Z)V1(t7x7Z) dZ
ce qui donne en utilisant la deuxieéme condition de (II.2)

oih(t,x +8/ (t,x,2) dz=0. (1.5)

Si maintenant on intégre I’équation sur y entre O et 4(,x), on a |

o/h(t,x) dz+9/ vltxz)dz
— (Bh(t,x) +vi(t,x,h(t,x))Ich(t,x) —v3(t,x,h(t,x))) =0

1. Grace 2 1a relation [ o f(t,%,2) dz = dy 'h([‘x)f t,x,z) dz— f(t,x,h(t,x))dgh(t,x), @ =1t,x.
0 0



dont on déduit I’équation de déplacement de la surface
Oih(t,x) +vi(t,x,h(t,x))0ch(t,x) —va(t,x,h(t,x)) =0, (11.6)
qui peut aussi s’écrire d;1 = ng - v (2 noter que la normale utilisée ici n’est pas unitaire).

Regardons maintenant 1’équation vérifiée par le moment horizontal. Pour cela, on
réécrit 1’équation sur vy de (I1.3) :

1 1
-+ 0012) +2-va) +9hp = g B + z0en.

_ b

1
Re |:28xxvl + az (axv3 + <€2ng1>:|

en utilisant la contrainte d’incompressibilité. On integre cette équation pour z € [0, 4],
qui devient

h h
P /0 V1 dz—vi oy dhh+ O /0 ()2 dz— ()2, dhh
h
+(v1v3) = — (V1V3)|z:o+3x/0 p dz— p=p0:h

h
= L [28)(/ oy dz— 2(8xv1)‘z:,,8xh
Re 0

1 1
+ <ax\/3 + 28Zv1> — <8x\/3 + zﬁzvl) )
€ |z=h € |z=0

En réagencant quelques termes,

h h h
(9,/0 %1 dz+8x/0 (vl)zdz+3x/() pdz

—Vijz=h (8,h +vi |z:haxh - V3\z:h) — (V1V3)|Z:0

1 h 1
=& 28x/() oy dz — QXV3+?8ZV1

+ <(Rep—29xw)9xh+8x\/3+8129ZV1> ] ,
[z=h

[z==0

on peut utiliser les conditions aux limites (I[.4) et I’équation de la surface (I1.6), ce qui
donne I’équation vérifiée par le moment horizontal

h ho h > h o
8,/ V1 dZ-‘rax/ (V]) dZ—i—ax/ pdz= —5&/ oy dz — —V1|z=0- IL.7)
Jo 0 Jo Re " Jo €

1.3 Développement asymptotique et hypothese hydrostatique

Jusqu’a présent, on n’a effectué aucune approximation, les systemes successifs sont
équivalents. La suite releve de I’analyse asymptotique formelle : on va négliger les
termes en &(€?) et les variables seront donc indicées par £ pour se souvenir qu’elles
résolvent les équations de Navier-Stokes avec une erreur d’ordre € (au plus). Le fait
que € tende vers O signifie qu’on est en eau peu profonde et que 1’écoulement est



principalement horizontal : c’est I’approximation hydrostatique. On va voir que les
conséquences en sont des résultats bien connus.

Tout d’abord, on peut déduire de la deuxieme équation de (I1.3) et des premiere et
quatrieme équations de (I1.4) que

v (t,x,0) =0

P =0(e? 0,h
Ve (t,x,2) (&°) pour z € [0, he(2,x)] et {8Zv1(t,x,hg(t,x)) _ o)

ce qui donne finalement
Vie(r,x,2) = vie(t,x,0) + O(€%) pour z € [0, he (,x)]. (IL.8)

Cela signifie que la vitesse horizontale ne varie que trés peu le long de la direction
verticale. Par ailleurs, les deux premieres équations de (I[.4) permettent d’avoir en
z="h(t,x)

£2(Rep —20,v1)(dch)? = 20.v3 — Rep.

De la derniére équation on peut alors avoir une condition sur pg :
2 2
Pe = R—Qz\qg +0(g”) pourz=he(t,x).
e

De plus, la troisieme équation de (II.3) devient

1 1
d:pe = RieaszSS - ﬁ + ﬁ(gz)a
qui, intégrée le long de la direction verticale sur [z, 4] et grice a la condition sur p, en
z = hg, donne

2

%azv38(tax7h€) 7p€(t7x7z)

1 1
= g(821/3,‘.;(t,x, he) — 0;v3e(t,x,2)) — ﬁ(hg —2)+0(&?).
En utilisant I’incompressibilité de 1’eau (c’est-a-dire la premiere équation de (I1.3)), on
a finalement

pe(t,x,2) = %(hg(t,x) —z)— Rie (8xv18(t,x, he(t,x)) + axvlg(t,x,z)) + ﬁ(gz).
' (IL.9)
On peut remarquer que si la viscosité est nulle (i.e. le nombre de Reynolds Re infini),
alors la pression de I’eau ne dépend que de la gravité, c’est la pression hydrostatique
(on rappelle que dans le cas incompressible, la pression est définie a une constante pres,
qui serait ici la pression atmosphérique).

1.4 Equations hydrostatiques

Le but est maintenant d’obtenir un systeme fermé basé simplement sur la hauteur
d’eau et sur la vitesse horizontale, on veut donc faire « disparaitre » la vitesse verticale
et la coordonnée z des équations (I1.5) et (II.7) sur la base de I’approximation hydro-
statique, donc de (I1.8) et (I1.9). Tout d’abord, définissons la vitesse moyenne sur une
colonne d’eau

o 1 ~he (t,x) p
ug(t,x) = m/o VIS(Iaxvz) <.



Grace a (I1.8), on voit que ug est une bonne approximation de vi¢. Toujours grace a
(I1.8), on peut vérifier que

1 he (1,x)
—2 _ 2
ug(t,x) = hg(t,x)/o (vie(t,x,2))" dz+ O(¢).

Tout d’abord, remarquons que 1’équation de conservation du volume (IL.5) se réécrit
Oihe + 0y (hetig) = 0. (IL.10)

Passons maintenant a I’équation sur la vitesse moyenne ug. On suppose dans la suite
que la viscosité et la friction sont d’ordre &

a=¢cay, U=¢lUy, €ERe=Reg

ce qui permet de déduire de (I1.9) que pe(t,x,z) = (he(t,x) —z)/Fr* + O(¢). Si on
reprend I’équation (I1.7), écrite pour les variables de I’approximation, on aboutit a
(he)?

0, (helig) + Ox(hellg”) + Oy ST = i+ O(e) (IL11)
r

ol on a utilisé (I1.8) pour le second membre.

1.5 Equations de Saint-Venant

Si on reprend les équations (I1.10) et (IL.11), on peut remarquer qu’elles forment un
systeme fermé ! Pour revenir aux variables initiales, on multiplie la premiére équation
par HU /L et la seconde par HU? /L, ce qui donne les équations dites de Saint-Venant
[SV71] avec friction

oih+ 0y (hu) =0,

.12
0 (hu+ 9, (hu* + gh*/2) = —Ku, (112

1 ~h(t,x)
1,X) = —— t dz.
) = o | vt
On peut donc affirmer que les solutions des équations de Navier-Stokes (II.1)-(I1.2)
vérifient les équations (I1.12) a € pres.

D’une maniere générale, la dérivation des équations peut intégrer un fond non
plat (mais d’amplitude € et de faible pente) [EX], une deuxieme coordonnée hori-
zontale [EX], la force de Coriolis, des frottements plus complexes... voir par exemple
[GPO1, Mar(7]. Dans la plupart des cas, la dérivation peut méme étre justifiée mathé-
matiquement [Nob09].

2 Equations de Saint-Venant avec topographie et fric-
tion

On présente maintenant les équations de Saint-Venant en deux dimensions (hori-
zontales), avec prise en compte de la topographie et de la friction,

dih+div(hu) =0,

(IL.13)
o, (hu) + div(hu @) + V(gh? /2) = —ghVb — f(h, hu),

10
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FIGURE II.2 — Représentation d’un écoulement a surface libre avec un fond non plat

ol & est la hauteur d’eau et u = (u],u,) la vitesse horizontale moyenne sur une colonne
d’eau, toutes deux dépendant de ¢ et x = (x,y), g la constante de la gravité, b ’altitude
du sol qui dépend de maniere réguliere de x, et f 1a friction. La friction f est une fonction
allant de R* x R dans R? vérifiant

vn € S',V(hu) € R" xR?,  sgn(hu-n) = sgn(f(h, hu) -n)

ot S! est la sphére unité de R? et la fonction signe vérifie sgn(0) = 0. Cette hypo-
these assure que la friction est bien une force allant dans le sens opposé a celui du
déplacement du fluide. Quelques exemples classiques : f = khu (frottement laminaire),
f = xuu| (frottement turbulent de Darcy-Weisbach), f = kh~'/?ulu| (frottement tur-
bulent de Manning) — & noter que pour les deux derniers types de frottement, il est
nécessaire de poser comme convention que 4 = 0 = u = 0 pour vérifiée I’hypothese du
signe. Ces lois sont le plus souvent empiriques, c’est-a-dire qu’elles sont déduites de
configurations simplifiées et de mesures expérimentales (voir par exemple le livre tres
instructif sur les équations de Saint-Venant [St092]).

Ce systeme possede une énergie [EX], qui est une entropie mathématique, qui vé-
rifie I'inégalité
‘u|2 h2

Ty b, (IL14)

OE +div(hu(|u)?/2+ g(h+b))) = &E + div(u(E + gh*/2)) < 0.

E =h

Le fait que ce soit une inégalité provient de la friction, car f-u < 0. Si f =0, alors
(I1.14) est une égalité pour les solutions régulieres de (I1.13) et devient 1’inégalité pour
les solutions faibles (E est convexe par rapport a & et hu [EX]). On peut d’ailleurs faire
une analogie directe avec les équations d’Euler isentropique en identifiant 4 a p et en
définissant la pression p(p) = gp?/2; I'inéquation (I1.14) est bien celle de 1’énergie
classique. Pour terminer, un peu de vocabulaire :
— la vitesse des ondes de gravité est c = \/gh (analogue de la vitesse du son des
équations d’Euler),
— si [u] < ¢ (respectivement [u] >> ¢), on est en régime subcritique ou fluvial (resp.
supercritique ou torrentiel), et si |u\ ~ ¢, on est en régime transcritique,

11



— un choc stationnaire entropique est appelé ressaut hydraulique, voir la figure 11.3
pour un exemple ([EX] Déterminer la zone torrentielle et la zone fluviale).

FIGURE II.3 — Exemple de ressaut hydraulique

On va maintenant s’intéresser a quelques solutions de ce systeme, étant entendu
que I’analyse du cas homogene (Vb = f = 0) est « classique », puisqu’elle revient a
celle d’Euler isentropique avec le coefficient adiabatique y = 2.

Dans la suite, on utilisera les notations vectorielles :

AU +divF (U) = Sp(U,x) +S4(U)

oulUeQ:={h>0hucR}.

Concernant le caractere bien posé des équations de Saint-Venant, il y a comme
toujours (au moins) deux axes d’étude, selon la présence ou I’absence de viscosité
dans le systeme. Ainsi, pour le premier cas, on peut se référer au récent article [Has10]
(voir aussi les références qu’il contient). Pour le cas non visqueux, voir 1’article, et ses
références, [DP09]. Ce ne sont bien siir que deux articles parmi de nombreux autres...

2.1 Solutions stationnaires

On étudie ici quelques solutions stationnaires — aussi dénommées états d’équi-
libre, par analogie avec les systeémes dynamiques — qui vérifient donc le systéme

divF(U) = S,(U,x)+S¢(U) (IL.15)
au sens des distributions, auquel on adjoint I’inégalité d’entropie
div(u(E 4 gh*/2)) <0.

Dans le cas homogene, il est connu que les solutions stationnaires sont compo-
sées d’états constants séparés par des chocs stationnaires entropiques. En présence
de termes source, c’est un peu plus compliqué, méme si les chocs stationnaires entro-
piques (les mémes que ceux du cas homogene) sont admissibles. Pour s’en convaincre,
il suffit de reprendre la dérivation des relations de saut de Rankine-Hugoniot et de vé-
rifier que la présence de termes sources réguliers ne les modifient pas [EX]. Ainsi,
on va regarder dans la suite les solutions stationnaires réguliéres, ce qui permettra de
construire ensuite, si possible, des solutions stationnaires régulieéres par morceaux en
utilisant des chocs stationnaires entropiques.

12



2.1.1 Lac au repos

Le premier cas consiste a regarder les solutions de (II.15) dont la quantité de mou-
vement est identiquement nulle : zu = 0. Le premiere équation est trivialement vérifiée
et la seconde donne pour les solutions régulieres :

hVh = hVb.

Deux cas se présentent : soit iz =0, ¢’est-a-dire qu’on est sur une zone seche, soit V(h+
b) =0, c’est-a-dire que la surface de 1’eau est constante. De plus, il n’existe pas de choc
stationnaire dont un des états a une vitesse nulle. On obtient alors la caractérisation
suivante :

ouh=0

h € €°(R?) tel que
(R telque 3 v (h+5) =0

?

(I1.16)
ha=0.

Ce type de solutions stationnaires correspond par exemple a des lacs au repos (c’est
d’ailleurs souvent comme cela qu’ils sont nommés), voir figure I1.4. Ces états sont

ar

> eal 77\ /

sol

FIGURE II.4 — Représentation d’un état stationnaire de type lac au repos

d’un intérét crucial. En effet, ils apparaissent bien souvent dans les études industrielles
comme données initiales (pour le lac d’un barrage hydroélectrique par exemple) ou
comme état obtenu en temps long (zones inondées apres une crue).

2.1.2 Equilibre sans friction : théoréme de Bernoulli

On se place maintenant dans le cas ou la quantité de mouvement n’est plus nulle
et ol la friction est nulle. On obtient apres quelques calculs simples que les solutions
stationnaires régulieres vérifient

div(hu) =0,
(u-V)u+gV(h+b)=0.

En une dimension d’espace, la deuxieme équation s’écrit
9?2+ g(h+b)) =0,

qui est exactement le théoréme de Bernoulli (que 1’on peut aussi formuler en 2D le
long des lignes de courant), ou la pression est la pression hydrostatique P = gh.

Pour illustrer ces calculs, voici quelques solutions stationnaires pour les équations
de Saint-Venant 1D avec topographie et sans friction :
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— équilibre de Bernoulli fluvial

25 T T —T 2.6 T T T
Topographie Vitesse
Surface 255 |- .
2 | -
25 R
15 | . 2.45 - i
2.4 B
1r 7] 2.35 - 7]
23 R
0.5 | R
2.25 - R
0 1 /T\ 1 1 22 T 1 T T
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

— équilibre de Bernoulli fluvial puis torrentiel

12 . — 4 T
Topographie
1k Surface |
35
0.8 g
3 -
0.6 - g
25
0.4 .
02 g 2r
0 1 /I\ 1 1 15 L
0 5 10 15 20 25 0 5
— équilibre de Bernoulli et ressaut hydraulique
045 T T T T h T 24 T T {/t T
opographie | itesse i
0.4~ Surface 7 2.2
0.35 | i 2t i
03 | . 181 1
0.25 | - 16 )
0.2 rar 1
: 12 g
0.15 g Al |
0.1 B 0.8 F 4
0.05 E 0.6 | .
1 1 1 1 04 1 1 1
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Ce type d’équilibre peut s’étudier assez précisément, voir par exemple [CLS04]. En
général, ce type d’écoulements intervient dans les solutions obtenus en temps long.
Leur apparition (autrement dit les conditions d’existence de telles solutions) dépend
fortement des conditions aux limites ; par exemple, les trois profils ci-dessus sont tous
obtenus comme solutions en temps long a partir de la méme donnée initiale.

2.2 Solutions particuliéres

On présente maintenant quelques solutions instationnaires des équations de Saint-
Venant, en une dimension d’espace.

2.2.1 Roll waves

Les roll waves sont des solutions périodiques qui se déplacent a vitesse constante.
Elles ne peuvent apparaitre que dans des conditions bien précises, mais sont cependant
tres stables une fois ces conditions remplies. Elle se compose d’une partie réguliere et
d’un choc, les deux se déplacant a la méme vitesse [Dre49, JK0O, Nob09] (un exemple
de simulation de roll waves est représenté figure I1.5).
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FIGURE II.5 — Simulation de roll waves

2.2.2 Ecoulements a friction dominante

Dans le cas d’une rupture de barrage, une vague submerge de nombreuses portions
en aval, habituellement seéches. Au lieu de prendre en compte le détail de ces zones lors
de la simulation, on peut modéliser leur influence par des termes additionnels ou bien
des modifications de termes existants. En particulier, dans le cas d’une forét, cela peut
étre fait en augmentant fortement le coefficient de friction. On va voir que cela peut
générer un comportement transitoire bien particulier.

On s’intéresse au systeme 1D (on pourrait faire de méme en 2D)

i+, (hu) = 0,

I1.17)
0 (hu) + Oy (hu* + gh® )2) = —ghb' (x) — Kchu
(on aurait pu prendre d’autres type de lois de friction et on utilisera dans la suite la pente
s,i.e. s(x)=b'(x)).Onnote T, L, H,S=H /LetU = L/T les grandeurs caractéristiques
du systéme (temps, longueur, hauteur d’eau, pente et vitesse). Comme k est homogene
a une fréquence, on introduit kp, coefficient de friction sans dimension, tel que k¥ =
Ko/ T Ainsi, si le ~représente les variables adimensionnées, le systtme devient [EX]

2 [3rh+ ()] = 0,

HL - = 1 = 1 HL._  HL - _

ou Fr =U/\/gH est le nombre de Froude. Dire que la friction est dominante signifie
que le coefficient de friction adimensionné kj est tres grand devant toutes les autres
dimensions. Ici, cela donne, en divisant la deuxiéme équation par kp, it = O(1/Kp).
De plus, le temps caractéristique associé a la friction est T /Ky, qui est trés petit de-
vant le temps caractéristique de I’écoulement 7. Ces deux constatations nous incitent
a redéfinir les adimensionnements de la vitesse et du temps :

t Kou

f=— et =—, (I1.18)
Kol U
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ce qui est bien compatible avec la relation U = L/T. Le systeme devient alors

H - -

HL [0 aor o gy %o o ooy L HLz . HL..
oT) {at(hu)Jrax(hu )+ = dx(h"/2)| = F277 h§ o) hil,
a;il+a~(ilﬂ) =0,

- 72 Te E27n 2
Ox(h*/2) = —h§ —Fr hii+ 0(1/x5),

Fr2orh — oz (hs + 0:(h?/2)) = O(1/x3),
Felhii = —hs — 0z (2 /2) + O(1/x3).

Le dernier systeme est composé d’une équation parabolique non linéaire et d’une équa-
tion liant la vitesse a la hauteur d’eau et au gradient de la hauteur d’eau. Autrement dit,
la vitesse est reliée a la force extérieure due a la pente et au gradient de pression. Cette
équation correspond donc a la loi de Darcy.

Il est important de remarquer que I’asymptotique obtenue a partir d’un systeme hy-
perbolique avec terme source en supposant la friction dominante est donc une équation
parabolique (on peut regarder a nouveau [DP09] ou bien [Meil0] pour avoir d’autres
détails sur cette asymptotique).

3 Méthodes numériques pour les systemes avec terme
source

On a vu que les solutions des équations de Saint-Venant (II.13) ont des compor-

tements spécifiques, en raison de la présence des termes source. On va s’intéresser a

quelques méthodes numériques, plus ou moins adaptées, tout en sachant qu’obtenir une
méthode précise pour tous les solutions décrites ci-dessus est pour le moins difficile.

3.1 Splitting d’opérateur

Cette méthode (aussi appelée méthode a pas fractionnaires) est la plus simple pour
prendre en compte des termes source, surtout d’un point de vue industriel, on va vite
voir pourquoi. L’idée est la suivante. On considére un probleme de Cauchy du type

GW = AW)+B(W), >0,
‘/Vlt:() = Wo,

ou Wy est la donnée initiale et A et B sont des opérateurs quelconques (éventuellement
différentiels). Pour approcher ce systéme, on définit un pas de temps Af et on construit
la suite (W"),en qui approche (W|;—,a;)nen par le schéma itératif suivant :

Wl’l+l/2 — Wn+AtA(Wn)
wntl = Wn+1/2+At B(Wn+1/2)'

Donc lors d’un pas de temps, on résout chaque opérateur séparément (avec pour pas de
temps Ar). Ainsi, lorsqu’on ajoute un opérateur de plus, il suffit d’ajouter simplement
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la méthode numérique associée, sans modification de ce qui existe. Cette méthode se
base sur la formule de Lie-Trotter-Kato, ou t = nAt,
#A+B) — 1im { A o eAtB} "
n—soo
qui exprime la convergence du splitting d’opérateur, dans sa version continue (au sens
des semi-groupes notamment, voir les articles [Tro59, Kat78]).

Cette méthode est en général tres efficace. En effet, le fait de pouvoir traiter opé-
rateur par opérateur permet d’utiliser des méthodes numériques standards pour chacun
et d’obtenir une méthode globale stable et consistante. Dans le cas des équations de
Saint-Venant (II.17), on serait par exemple amener a définir les opérateurs

A=—divF(U), B=S,(U,x)+S:(U) (1L.19)

(on aurait aussi pu « splitter » S, et S¢). La résolution du premier pas peut s’effectuer
par un schéma Volumes Finis standard

U

l 1

At
= up - (PR UR) - F (UL UD) (11.20)
et le second pas peut se résoudre a I’aide de la méthode d’Euler implicite par exemple
Ut =ur ' A UMY,

Le splitting d’opérateur est donc trés simple a programmer et donne généralement des
résultats satisfaisants. Mais pas toujours... Bien que cette méthode semble toujours
converger vers la solution attendue, 1’erreur de consistance peut étre tres grande, méme
si elle tend vers 0 quand Ar,Ax — 0 — c’est la fameuse constante présente dans le
O (Ax+ Ar) qui peut étre pénalisante. Un exemple de cas tres connu dans le cadre des
équations de Saint-Venant concerne la préservation au niveau discret des états station-
naires (II.16). On introduit la classe de schémas numériques suivante :

Définition ILI.1. On dit qu’un schéma numérique est un schéma équilibre pour les états
stationnaires (I1.16) (well-balanced en anglais) s’il satisfait la propriété suivante :

siVi,j € Z,ona (hu)) =0 et h) +b; = hY +b;,
alors Vn > 0 etVi € Z, on a k! = ) et (ha)! = 0.
(On omet le cas du vide h? = 0 pour simplifier.)

Cette notion est valable aussi bien en 1D qu’en 2D et elle correspond bien a I’ana-
logue discret de (I1.16).

Proposition I1.2. Tout schéma issu du splitting d’opérateur (11.19) n’est pas un schéma
équilibre pour les états stationnaires (11.16).

Démonstration. On se place dans un cas d’un état stationnaire avec une topographie
non constante, donc b; # b;, ce qui entraine que h? # h?. Par conséquent, le schéma
Volumes Finis (II.19) a pour arguments des états tous différents, donc

1/2 0
h'” #hi.
Passons au second pas. Le systeme a résoudre est

a;h = 07
dihu = —ghVb —f(h,hu).

La discrétisation de la premiere équation donne hl1 = hl1 /2 #* h?. On en déduit donc que
le schéma n’est pas équilibre. (]
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3.2 Discrétisation directe du terme source

Une idée tres simple est aussi de définir un schéma numérique grace a une discré-
tisation du terme source directement intégrée dans le schéma numérique :

urtt =up - %(WU{’, ) = Z(ULLUN) + A (UL U UE s Ax) - (IL21)
ou . est une discrétisation consistante du terme source. Néanmoins, on peut voir fa-
cilement que ce schéma ne préserve pas lui non plus les états d’équilibre, quel que soit
.. En effet, le calcul de h;‘“ est le méme que celui de la méthode a pas fractionnaires.
Un moyen d’éliminer cette pathologie serait d’avoir une discrétisation implicite (ou
semi-implicite) en temps du terme source. Cependant, les schémas numériques de ce
type peuvent s’avérer tres coliteux puisqu’on perd le caractere compact du stencil.

3.3 Schémas équilibres

On voit donc qu’il est nécessaire d’avoir un schéma qui tient compte de la topogra-
phie des le premier pas. On peut remarquer que si on sait construire un schéma équilibre
pour les états stationnaires (II.16) dans le cas sans friction, alors on sait construire un
schéma équilibre pour ces mémes états dans le cas avec friction, en utilisant le splitting
suivant [EX] :

A=—divF(U)+S,(U,x), B=S¢U).

Par conséquent, on va s’intéresser a la construction de schémas équilibres pour le sys-
teme

(9,/’1 + ax(hu) == O,

0 (hut) + 0 (hu* + gh* /2) = —ghb' (x)

De plus, on va supposer que la topographie est discrétisée de maniere constante par
mailles, par exemple grace a la formule

L
by = E'/Mib(x) dx

ol M; = (x;_; /25Xt 1 /2) est une maille et les x;, | /» sont les interfaces du maillage. Une
écriture générale de schémas prenant en compte le terme source est la suivante :

gt g A

i i Ax(ﬁ_(Uian'r«lebl#l_bi)_‘g\+( inflvUinabi_bifl))‘ (1122)

1
Les flux numériques % ~ et .# T doivent vérifier les propriétés suivantes :

— conservation classique : %~ (U,V,0) = .+ (U,V,0),

— consistance classique : .# ~ (U,U,0) = F(U),

— consistance avec le terme source : .Z*(U,V,S) — % (U,V,S) ~ —ghS.

La derniere propriété n’est pas tres précise (voir par exemple [Bou04] pour une discus-
sion autour de cette condition). Elle exprime le fait que le terme source n’agit qu’aux
interfaces du maillage.

La notion de schéma équilibre introduite a la définition II.1 est une définition « par
maille ». Grace a I’écriture (I1.22), on peut en déduire une condition suffisante sur le
schéma pour qu’il soit équilibre, qui correspond cette fois a une caractérisation par
interface.
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Proposition I1.3. Soit (U;,b;)icz, la discrétisation d’un état stationnaire (voir la défi-
nition I1.1). Si le schéma numérique (11.22) vérifie Vi € 7

F (U1, Uis1,bip1 —bi) =F(U;) et F(U;,Ups1,biy1 —bi) = F(Uptr),
alors c’est un schéma équilibre pour les états stationnaires (11.16).

Démonstration. [EX] O

La question est maintenant d’arriver a construire un schéma équilibre. Ce n’est pas
évident et des articles dans lesquels sont proposés de nouveaux schémas équilibres sont
publiés encore actuellement ! Nous allons voir quelques exemples.

3.3.1 Schémas de type Godunov

L’idée de ces schémas est de se baser sur le formalisme du schéma de Godunov.
Introduisons tout d’abord la topographie discrétisée

bA(x) = Z b,‘lM,. (x)

i€Z
On remplace b par by dans le systeme (I1.17) et on intégre sur (nAt, (n+ 1)At) x M;, ce
qui donne

/M- (U((n+1)At,x) — U (nAt,x))dx

(n+1)At - .
+/nm (FU(tx;,, ) = FU(t.x] 5)))de =0,

ou f(x, /2) et f (xiH /2) sont les traces & gauche et a droite de la fonction f au point

Xiy1/2- Tout comme pour le schéma de Godunov dans le cas conservatif, on en déduit
le schéma

1

At
U = U7 = (P2 (07307 Uy by = bi) = F (% (0701, Uf by = bi1)

ol % (x/t;Uq,Uyq,bg — bg) est la solution (exacte ou approchée) du probleme de Rie-

0
AU+ oF(U) = (—gh(bd — bg)éo(X)> ’

Uy six<0,
U; six>0.

(11.23)
U(0,x) =

On reviendra un peu plus tard sur la résolution de ce probleme. Pour peu que la solution
de ce probleme de Riemann existe, on obtient alors la forme des flux numériques de
I’écriture (11.22) :

F(U,V,S)=F(%(0*;U,V,5)). (11.24)

On en déduit donc la

Proposition IL.4. Si le solveur de Riemann 7 satisfait la propriété suivante :

si Uy, Uy et S vérifient hy = hy +S et u;y =up =0,

alors % (0~;Uy,Us,S) = Uy et % (01U, U, S) = Ua, (11.25)

alors le schéma (11.22)-(11.24) est un schéma équilibre pour les états stationnaires
(11.16).
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Démonstration. [EX] O

En fait, la propriété (I1.25) signifie que si la donnée initiale du probleme de Rie-
mann (I1.23) correspond a un état stationnaire de type (II.16), alors la solution du pro-
bleme de Riemann est stationnaire, c¢’est-a-dire

U Si(§<0,

Uy si&>0. [EX]

%(§;U1,U2,S)={

Solveur de Riemann linéarisé Construisons pour commencer un solveur approché
du probleme de Riemann (I1.23). Soit Zpp(x/1;Uq,Ug,bg — bg) la solution exacte du
probleme de Riemann

/ B 0
U +F (Uo)axU_ <gh(bdbg)50(x)>7

U(0,x) U, six<0,
xX) =
’ U; six>0,

(I1.26)

ou Uy = (Ug+Ud)/2 et

Fiu) = <gh Y 21u> '

On résout donc une linéarisation du probleéme de Riemann. Comme ce probleme est
linéaire, on peut le résoudre explicitement et montrer que %,p, vérifie bien la propriété
(I1.25) (voir [GHSO03] pour plus de détails sur ce type de schémas numériques) [EX].

Solveur de Riemann exact Dans (I1.23), on peut assimiler by a une inconnue du
probléme, ce qui donne le systéme

a[bA = O,
Orh+ 0 (hu) = 0, (I1.27)
0 (hu) + Oy (hu* + gh® /2) + ghdibs = 0.

Ce systeme admet pour valeurs propres A+ = u 4 +/gh (associées a des champs vrai-
ment non linéaires) et Ay = 0 (associée a un champ linéairement dégénéré). On peut
d’ores et déja remarquer que les deux ondes de vitesse A_ et A, ne sont pas ordon-
nées a priori avec I’onde stationnaire associée a la valeur propre Ag. Il se pose de plus
la question de leur caractérisation lorsque que 1’'une d’elles se superpose avec 1’onde
stationnaire.

Proposition IL5. Si |u| # +/gh alors le systéeme (I1.27) est strictement hyperbolique.
Sinon, deux de ses valeurs propres s’identifient ainsi que les vecteurs propres associés.
On dit alors que le systéeme est résonnant.

Démonstration. Le systeme (I1.27) peut se réécrire

bA 0 0 0 bA
gl h]+]0 0 1 |o| n|=0.
hu gh gh—u*> 2u hu

20



Apres calculs, les vecteurs propres sont

0 gh—u?
re = 1 etro=| —gh |,
ut+/gh 0
ce qui conclut la démonstration. [

En cas de résonance, on en déduit que les vecteurs propres ne forment plus une
base de R>. En fait, c’est un des cas pour lesquels ’analogie avec le cas linéaire ne
peut plus étre faite lors de 1’étude du probleme de Riemann.

Un autre probleme du systeme (I1.27) est qu’il est non conservatif. En effet, le terme
ghoyb, est un produit de distribution, non défini donc. On pourrait cependant objecter
le résultat suivant :

Proposition I11.6. Soit un systéme strictement hyperbolique non conservatif et sup-
posons qu’il admette un champ linéairement dégénéré. Alors I’onde associée est une
discontinuité de contact et tout invariant de Riemann associé a cette onde est constant
a travers cette onde.

Ce résultat assure que pour un champ LD (comme I’ onde stationnaire ici) le fait que
le systeme soit non conservatif ne modifie pas sa caractérisation habituelle (ce qui n’est
pas le cas pour un champ VNL). Pour le systeme (I1.27), les invariants de Riemann de
I’onde stationnaire sont

2
BU)=hu et 13(U,b):%+g(h+b)

(a comparer avec les états stationnaires du théoreme de Bernoulli...).
Au moins dans le cas sans résonance, on peut proposer une méthode de résolution
du probleme de Riemann. Définissons les ensembles

T(Uy) = {% (073U, U,0),U € Q} et T(Uy) = {%(0+:U,Uy,0),U € Q}

ol % (x/t;U,V,0) est la solution exacte du probleme de Riemann associé aux équa-
tions de Saint-Venant sans topographie. Ainsi, .7_(U,) (respectivement .7, (Uy)) est
I’ensemble des états qu’on peut atteindre en x/t = 0~ (resp. x/t = 0") a travers des
ondes de vitesse négative (resp. positive) a partir de U, (resp. Uy). Comme le fond est
plat pour x/f < 0 et x/t > 0, résoudre le probleme de Riemann (I[.23) revient a chercher
deux états U_, Uy € Q vérifiant

{U_ €T W) {Iaw_) =1(Us)

(11.28)
Us € 73 (Ua) I5(U-,bg) = I5(U+,ba)

On ne discutera pas ici de I’existence et de 'unicité de U_ et Uy, le lecteur intéressé
pourra se reporter aux références [IT92, IT95, LeR99, Asa97, GL04, CLS04]. Néan-
moins, on peut vérifier le résultat qui nous intéresse :

Proposition IL7. Le solveur de Riemann exact % basé sur la résolution de (I1.28)
vérifie la propriété (11.25). Le schéma associé est donc un schéma équilibre.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que % (§,U1,U2,S) = Ulgo + Ualg vérifie
bien les relations (I1.28). Il est d’une par évident que pour tout Uy, U, € Q, Uy € _(Uy)
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et Uy € 7, (U,). De plus, si Uy, U, et S vérifient hy = hy + S et u; = up =0, on a bien
que
Ih(U) = Iy(U2) =0

et que
2 2
uy u;
Ly ohy =2 4 ghy+gS
5 T8 =7 +gh+ted
donc que (U1, B) = I3 (Us, B +S) pour tout § € R. O

Il existe d’autres solveurs de Riemann approchés permettant d’obtenir des schémas
équilibres. On peut penser par exemple a construire des schémas de type HLL incluant
I’onde stationnaire, ou a utiliser d’autres linéarisations que (I1.26).

3.3.2 Schémas avec reconstruction

Oublions un instant les équilibres de type (II.16) et supposons que les équilibres
que I’on désire préserver puissent étre définis a partir de deux fonctions W_ et W,
c’est-a-dire

U, et Uy sont a I’équilibre <= U; = ¥_ (U, S)

11.29
— U, =¥, (Uy,S). ( )
Alors on peut construire un schéma équilibre trés simplement [GL96b, GL96a].

Proposition I1.8. Soit le schéma (11.22) dont les flux numériques sont définis par
F(UV,8)=F(U,Y-(V.S)) et F'(UV.S)=TF(¥.(U,S),V),

ou .F est un flux numérique consistant avec les équations de Saint-Venant sans topo-
graphie. Alors, ce schéma est un schéma équilibre.

Démonstration. SiU etV sont a I’équilibre, alors U = ¥_(V,S). On en déduit que
F(UV,8)=FU,¥Y_(V,S))=FU,U)=F(U).

De méme, on obtient
FHUV,8)=F (YL (U,S),V)=F(V,V)=F(V).

On conclut en utilisant la proposition I1.3. (]

Malheureusement, pour les états stationnaires de type (II.16), il n’existe pas de
fonctions W vérifiant la propriété (I1.29). En effet, essayons de construire la fonction
W_ par exemple : le sens = dans (I1.29) nous impose

W_(Us,S) = (h2 N S) . (11.30)

Mais la réciproque dans (I1.29) n’est pas vraie, puisqu’il faudrait en plus imposer que
uy = 0. Attention, car si on regarde la démonstration ci-dessus, on utilise que le sens
—> de la propriété (I1.29) donc avec la fonction W_ (et son analogue ¥ ), on pour-
rait définir un schéma équilibre. Cependant, ce schéma ne vérifierait pas la propriété
(inévitable) de consistance classique mentionnée plus haut : % ~(U,U,0) = F(U).

On peut tout de méme modifier le schéma numérique de la proposition I1.8 pour
qu’il fonctionne, mais on ne va pas le détailler ici, on revoie a [ABB04].

22



3.4 Schémas préservant I’asymptotique

On va maintenant étudier la possibilité de construire un schéma numérique per-
mettant d’approcher correctement les écoulements a friction dominante. Ce que cela
signifie est que la précision du schéma ne doit pas étre dépendante de la friction. C’est
assez dur a quantifier et les démonstrations ne sont basées en général que sur des ana-
lyses de type différences finies, comme on va le voir par la suite.

Pour simplifier les calculs, on va restreindre la présentation a I’équation des ondes
linéaire avec amortissement. Celle-ci correspond aux équations de Saint-Venant sans
topographie avec une pression et une friction linéaires en coordonnées lagrangiennes
(D; = 0 + udy, hdy, = d et r = 1 /h). On regarde donc le systéme

D,r+ amu = 0,

11.31
D;u+ d,r = —Ku. ( )

L asymptotique a laquelle on s’intéresse apparait aprés avoir introduit s =1/ et v =
Ku, 2 la maniére de (I1.18). A &(x~!) prés, on a

V= —0nn, (1132)
Dyr— a2, r=0. .

Du point de vue du schéma numérique, on va faire I’analyse dans le cas d’un schéma
semi-discret (continue en temps) pour simplifier les notations mais tout fonctionne de
la méme maniere dans le cas totalement discret. Le schéma que I’on va d’abord étudier
est correspond au schéma de Godunov pour la partie EDP avec un terme source centré
(celui-ci pourrait étre interprété comme la version continue en temps du splitting...).
Cela donne [EX]

Uit1/2 —Ui-1/2

Dﬂ’H‘ Am 0,
Tiv1/2 = Ti-1)2 (IL.33)
D,ui—i— T = —KUu;,
ol
Fivi2 = (rit+riv1)/2— (i1 —u;) /2, P

i1y = (Ui +uiv1)/2 = (rig1 — 1) /2.

Pour alléger un peu les notations, on introduit D;(z) = (zi11 — 2z +zi_1)/(Am?) et
donc le schéma numérique s’écrit

Uip1—ui-1  Am

Diri+ ———— 7Di(r) =0,
) 2A”Z Afn (IL.35)
i+1— izl o

Dyu; + > 5 Di(u) = —xu;.

Appliquons maintenant I’asymptotique au schéma numérique. On définit naturellement
Vitl1)2 = K'l/l,'+1/2 etv, = Ku; :

i1 — Vie KA
Dsr,' + Vl+] Vl 1 _ le’(r) — 0’
2Am 2
(I1.36)
1 figr—riop Am
@D Ty T g D) =

La deuxiéme équation nous donne une discrétisation de la loi de Darcy

Fit1 —Tie _ _
v,':—%—i—ﬁ(AmK ht+o(x?)
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et la premiére équation devient une approximation de 1’équation de la chaleur

Tigp —2ri+rip  KAm
(2Am)? 2

Dyri — Di(r)+O0(k Y+ 0(Aam k2 =0.  (IL37)

Etudions plus précisément le schéma numérique obtenu par cette asymptotique. Pour
que le schéma limite soit bien une approximation de (I1.32), il faut que

K Z<Am< k.
Cette condition relie le pas d’espace et le coefficient de friction. Elle n’est pas satis-
faisante en pratique puisqu’on désire en général obtenir un schéma numérique ayant
une précision comparable a pas d’espace fixé quelle que soit la friction. On voit en
particulier dans (I1.37) que plus le coefficient est grand, plus la diffusion numérique est
grande.

Pour remédier a ce probleme on va de nouveau intégrer le terme source dans le
calcul des flux numériques. On opere de la méme maniere que pour les schémas équi-
libres de type Godunov (section 3.3.1) en concentrant le terme source au niveau des
interfaces. Pour cela, on introduit la fonction identité I(x) = x et on interpréte le terme
source de friction comme xul(x). Tout comme on avait remplacé la topographie b par
sa discrétisation bp, on remplace I par I, sa discrétisation constante par maille. On
doit donc résoudre le probleme de Riemann

Dtr+ a;nu = 0,
Dju+ 9y,r = —KkuAmdy(x),

(ru)(0,0) = 4 P Six <0
(nu)g six>0.

Apres quelques calculs [EX], on aboutit au schéma numérique

Uit1/2 —Ui—1/2

D,r,'—l- A O,
m
I (11.38)
i+1/2~ Ti-1/2
Dyu; + = /Am’ 2 —o,
ol, en notant K = 1 /(1 + kAm/2), les valeurs d’interface sont
(1+KxAm/2)ui 1o = [(i+ui1)/2— (rivr —1i) /2],

Fipijp =Ti—Uig1/2+ Ui, (IL.39)

+ . .
ri71/2 =T _ul+ui—l/2~

On définit v; 15 = Kujy 12 et v; = Ku;, donc

Vist2 = Ty [0/ 2 = (s =) 2

1

= ———5 (vitvit1)/2

1+ kAm/2 (ri1 =ri)/

oK
14+ kAm/2

1 1
= T eampp Vit ve)/2= (1 B mmp) (rier = ri)/Am

= —(ris1 —ri) /Am+ O ((kAm) ")
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On peut donc déduire le schéma numérique asymptotique :

Dxri _Di(r) = ﬁ(K71)7
Visrp = —(ris1 —1i) /Am+ O ((kAm)~").

On voit que ce schéma est précis méme pour k > 1. De plus, si k = 0, on retombe sur
le schéma de Godunov classique [EX]. On dit alors que ce schéma numérique préserve
I’asymptotique (I1.32) (asymptotic preserving en anglais).

Comme on I’a dit plus haut, ce type de schéma peut étre développé pour le modele
complet (II.17). Pour illustrer le propos ci-dessus, on présente dans les figures I1.6 et
I1.7 des résultats obtenus pour les équations d’Euler avec friction et gravité (la gravité
étant dans la direction de 1’écoulement cette fois), avec le schéma préservant I’asymp-
totique et la méthode de splitting d’opérateur, voir [CCG™ 10]. Ces figures représentent
des tests avec un coefficient de friction trés grand et permettent d’étudier la sensibi-
lité a la finesse du maillage des deux méthodes numériques. On voit nettement qu’un
maillage tres fin (10000 mailles) est nécessaire pour la méthode de splitting pour avoir
des résultats comparables au schéma préservant 1I’asymptotique sur maillage grossier.

Par ailleurs, on pourra retrouver dans [JL96] des discussions tres intéressantes et
les prémices de la notion de schéma préservant 1’asymptotique.

A "aP (100) —— 26000 "AP (100) ——
N e e —
] 4
1
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02 ]'7 AP (10000) 26000 / \ (10000)
01 }i
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| |
.
\\\- / 100 l \
| \
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.

025 28000
P (100) —— SP (100) ——

(1000) ------ P (1000) ------
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FIGURE II.7 — Résultats de la méthode de splitting d’opérateur
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3.5 Pour aller plus loin...

Nous allons évoquer brievement les extensions possibles, ou non, des schémas pré-
sentés a des configurations plus complexes.

3.5.1 Passage au 2D

La premiere généralisation des questions précédentes concerne le passage au 2D.
Pour la problématique des schémas équilibres, la généralisation est standard, quel que
soit le type de maillage considéré. Le calcul est standard, ce qui est en grande partie
due au fait que les états stationnaires (II.16) sont tres simples et a vitesse nulle.

Concernant I’asymptotique, le développement pour obtenir le modele parabolique
avec une loi de Darcy reste valable. D’un point de vue numérique, c’est plus compliqué.
Il est possible d’étendre 1’analyse présentée dans le cas de maillage cartésiens mais,
dans le cas de maillages non structurés, la question reste ouverte : il est maintenant a
peu pres clair que le schéma « limite » basé sur celui introduit ici n’est pas consistant
avec le bon systeme. Des techniques plus évoluées doivent alors étre utilisées pour
obtenir a nouveau un bon comportement.

3.5.2 Termes sources plus compliqués

Dans le cas du terme source dii & la topographie, on peut imaginer le cas d’un fond
variable en temps, par exemple quand on prend en compte un transport de sédiments.
Mais comme le fond varie en temps, la notion d’état stationnaire n’a plus vraiment d’in-
térét. Néanmoins, les schémas équilibres ont des comportements bien souvent meilleurs
que les schémas standards (splitting ou discrétisation directe) dans les configurations
transitoires. Il est donc naturel de se baser sur ces schémas pour proposer des exten-
sions a des termes sources plus compliqués.

Des termes de friction plus compliqués (Darcy-Weisbach ou Manning notamment)
peuvent étre pris en compte de la méme maniere, mais la vitesse u; 1/, dans (I1.39)
peut n’étre définie qu’implicitement (et donc nécessiter une résolution itérative).

Il est important de noter que pour le schéma (I1.38-11.39), le terme source a été
concentré aux interfaces, en coordonnées lagrangiennes. Cela signifie qu’en coordon-
nées eulériennes, il aurait été concentré sur une discontinuité de contact additionnelle
de vitesse u. En effet, a la lecture de [BOP07], on peut se rendre compte que concentrer
un terme source de friction en coordonnées eulériennes sur les interfaces du maillage
(donc sur des discontinuités de contact de vitesse nulle) nécessite I’introduction d’hy-
pothése additionnelle sur la méthode numérique pour qu’elle préserve 1’asymptotique
choisie. Cependant c’était le choix effectué pour le terme source de topographie dans le
schéma équilibre (I1.22-11.24). La raison de ce traitement différent est simple : contrai-
rement au terme source de topographie, le terme source de friction est invariant gali-
Iéen. 11 est donc naturel d’avoir une discrétisation qui soit, autant que possible, inva-
riante galiléenne. C’est bien siir impossible puisque le maillage est fixe, mais le solveur
de Riemann « doit » I’étre. Ainsi, la concentration du terme source de topographie se
fait a ’aide de 1’équation d;bs = 0 alors que celle du terme source de friction se fait a
I’aide de I’équation d,Ip + ud, I = 0.

A noter que la problématique de I’approximation des roll waves n’a pas été évo-
quée. En effet, la plupart des schémas numériques, dont le splitting d’opérateur, fournit
une approximation tout-a-fait convenable de ce type de solutions.
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3.5.3 Stabilité linéaire et non linéaire

La notion de stabilité n’a pas du tout été évoquée, alors que c’est évidemment un
point crucial. Deux types de stabilité interviennent dans ce probleme.

Positivité de la hauteur d’eau 1l est courant que des zones séches soient présentes
dans les simulations numériques. La préservation de la hauteur d’eau positive (au sens
large) au niveau numérique est donc treés importante, car elle permet de traiter les phé-
nomenes de recouvrement et de découvrement de zones séches. De plus, un schéma ne
préservant pas la hauteur d’eau positive est non conservatif pour le volume d’eau. Pour
éviter ce probleme, il est nécessaire que le schéma numérique de base vérifie lui-méme
cette propriété, comme le schéma de Godunov ou les schémas de type HLL. Parmi
tous les schémas présentés ici, seul le schéma basé sur le solveur de Riemann linéarisé
possede cet inconvénient, méme si en pratique il se comporte bien.

Inégalité d’entropie discrete Pour étre stir qu’un schéma numérique converge bien
vers une solution faible entropique, il est nécessaire qu’il vérifie une inégalité d’entro-
pie discrete, compatible avec (II.14). Ce n’est pas toujours le cas et il est souvent tres
difficile de le démontrer, méme si les techniques a utiliser sont les mémes que dans
le cas homogene (analyse par demi-probléme de Riemann notamment [HLvL83], voir
[Bou04, CCG'10] pour des exemples de démonstration).
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Chapitre 111

Exploitation des hydrocarbures

Un modele simple intervenant dans les écoulements de mélange diphasique (eau et
huile par exemple) dans un milieu poreux est présenté ici. Son étude fait appel a des
développements récents de I’analyse standard des lois de conservation.

1 Un modéele simplifié d’écoulement diphasique en mi-
lieu poreux

On étudie ici un écoulement unidimensionnel eau-huile dans un milieu poreux hé-
térogene. On suppose que les deux phases sont immiscibles et incompressibles et que
les effets capillaires sont négligés (mais on conserve les effets de la gravité). Le modele
initial se compose de deux lois de conservation de la masse (sans échange de masse a
I’interface),

(Qupe): + (Ve)x =0, (IIL.1)
(@(1—u)pp)i + (Va)x =0, (I11.2)

ol @ est la porosité du milieu (elle ne dépend que de la variable espace et elle est com-
prise entre O et 1), p, et p, sont des constantes positives et représentent respectivement
les densités de I’eau et de I’huile, V, et V}, sont les vitesses de filtration de chacune
des phases et u est la saturation de 1’eau (ces trois dernieres variables dépendent du
temps et de I’espace). On ajoute les deux équations suivantes, issues de la loi de Darcy
généralisée a un écoulement diphasique :

Ve +kfe(u)(px— Peg)

=0, (I1L.3)
Vi +kfiu(u)(px — Prg) =

0, (IIL.4)

avec k (dépendant seulement de 1’espace) la perméabilité du milieu, p la pression (qui
dépend du temps et de I’espace) du mélange et f, et f;, les mobilités de 1’eau et de
I’huile (ce sont en fait les rapports des perméabilités relatives des phases sur les visco-
sités des phases). Si on introduit (I1.3) dans (III.1) et (II1.4) dans (II.2), on obtient le
systeme

(ou); — (kfe(u)(px—peg))x =0, (IIL.5)
(@(1—u)) — (kfn(u)(px — Prg))x = 0. (I11.6)
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En additionnant les équations (II1.5) et (II1.6), on peut en déduire 1’équation

(—K(felu) + F )i+ (KFe(wpe +Ki(w)pr)g) =0
que I’on integre :

_k(fe(u) +fh(u))px + (kfe(u)pe +kfh(u)ph)g =aQ

ol « est une fonction qui ne dépend que du temps (elle correspond au débit volumique
total). On peut ainsi écrire que

Pe= —a+(kfe(M)Pe+kfh(u)Ph)g
' k(fe (1) + fin(w)

et en soustrayant p.,g, on a

- n kfn(u)(pn — Pe)g
Je(u) + fu(u) — k(fe(u)+ fu(u))

En injectant cette équation dans (IIL.5), on aboutit finalement a 1’équation sur la satu-
ration de I’eau u suivante (u est I’inconnue) :

0 o = B0 KA @)y~ p)g)
((Pu)t+f(t7x=u)x_0 Y f(tv ) ) fe(M)Jth(u) .

Si p. = pp, on peut retrouver a partir de cette équation I’équation de Buckley-Leverett.
La fonction f, est croissante réguliere et vérifie f,(0) = 0 et la fonction f;, est décrois-
sante réguliere et vérifie f;,(1) = 0.

Pour simplifier, on prendra ¢ = 1, f.(s) =set f(s) =1 —sainsique ¢ =0, g =l et
Pn—pPe=1(ecas =1 et p, = py étant connu). On obtient donc la loi de conservation

Px — Pe8 = k(

u+ (ku(l —u)), =0.

Lorsqu’on passe d’une strate géologique a une autre, la perméabilité k change brusque-
ment. On va donc s’intéresser au cas ou la perméabilité est définie par

k i 0
k(x): L s%x< R
kp six>0,

avec kg, et kg positifs et non égaux.

2 Formulation entropique

On cherche a analyser le probleme de Cauchy

Au(t,x) + 0y (k(x) f(u(t,x))) =0, t>0,xeR, (1IL.7)

u(0,x) = up(x), x€eR, (1IL.8)
_ ki six<O

k(x) = { ke six>0’ (I1L9)

ol f(u) =u(1—u), kz et kg sont positifs et ug € L*(R) a valeur dans [0, 1].
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Le fait que & est discontinu pose probléme, on ne peut pas directement appliquer les
résultats classiques de 1’analyse des lois de conservation, comme ceux de Khruzhkov
[Kru70] par exemple, qui requierent pour la plupart que & soit au moins continu. Nous
allons voir comment étendre ces résultats a notre cas. La premiere étape est de proposer
une notion de solution faible entropique adaptée.

On procede comme dans le cas classique en se basant sur 1’entropie de Kruzhkov
|u — x| et le flux d’entropie associé ®(u, k) = sgn(u — k) (f(u) — f(x)). Cependant,
comme k est discontinu, on ne peut pas procéder comme Khruzhkov, qui fait apparaitre
un terme incluant la dérivée de k. On régularise donc k dans un premier temps. Soit
€ > 0 et ke une fonction de classe €' (R) vérifiant

— ke monotone,

— pour tout x < €, ke(x) = kg,

— pour tout x > &, kg (x) = kg.

L’hypotheése de monotonie signifie que la transition entre les deux strates L et R s’effec-
tue de maniere réguliere, sans qu’un matériau autre que ceux de deux strates n’y soit
piégé. On peut maintenant passer a la dérivation de la formulation entropique. Pour
cela, on se donne x € R et on effectue pour les solutions régulieres la série de calcul
suivante :

Oste + ax(ke(x)f(ue)) =0
= 0 (ue — k) + 9k (ke (x) (f (ue) — £ (1)) + f(K)ke(x) = 0

— sen(ue — K) 9 (ate — K) + (ke () (£ ute) — £(K)) + f(k)Ke ()| =0
— O Jue — 1| + O (ke (X)D (e, k) ) + sgn(ue — k) £ (1)K (x) = 0.

Au sens faible et en introduisant la dissipation d’entropie (en changeant en fait “= 0"
en “< 07...), on obtient, pour toute fonction test positive ¢ € €°(RT x R),

L[ llae = 500+ ko) (e, k)0, 9(0.) vt + [ o~ lp(0.) i
— f(K) / / sen(ue — K)K, (x)9(1,%) dx di > 0,
R+ JR
Il reste a traiter le dernier terme. Pour cela, on écrit
100 [ [ sentue = 00Kex)@(t2) drdr < 1) [ [ el (o) dx
R+ JR R+t JR

- Mk —kel £(x) [ 9(0.0)
£—0 R+

On en déduit la

Définition IIL.1. Soit up € L*(R) a valeur dans [0,1]. On dit qu'une fonction u €
L= (R* x R) est une solution faible entropique du probleme (I11.7-111.9) si 0 < u < 1 et
si elle vérifie

/ /[|u—1<\a,+k(x)cp(u, €)2] (1) dxdt+/ o — k|9 (0,x) dx
Rt JR R
+\kakR|f(K)/R+(p(t,0) di>0 (IL10)

pour toute fonction test positive ¢ € 6.°(R* x R) et x € [0,1].
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Il n’est pas clair a priori que cette définition soit la bonne bien adapté au probleme
initial. En fait, seule I’analyse, qui va suivre, permet de la valider puisqu’elle conduit
a un probleme bien posé. On peut d’ores et déja remarquer que cette définition est
indépendante de la régularisation ke et que si k; = kg, on retombe sur la définition
usuelle. De plus, en prenant successivement Kk = 0 puis 1, on voit qu'une solution
faible entropique est solution faible.

3 Unicité de la solution

On cherche a reproduire ici la démonstration d’unicité de Kruzhkov [Kru70]. Plus
précisément, le résultat est que si on se donne deux données initiales ug et vg et si
on note les solutions faibles entropiques associées u et v, alors on peut controler la
différence entre u et v en fonction de la différence entre ug et vo. La démonstration est
basée sur I’inégalité (au sens faible) de Kato

O lu—v|(t,x) + oxP(u,v)(t,x) <0, (IL.11)

qui s’obtient grace au dédoublement de variables puis sur I’intégration de cette inégalité
sur le cone de dépendance de I’équation. Le probleme majeur réside dans la premiere
étape. L’idée du dédoublement de variables est la suivante [Kru70, GR91] :

1. on suppose que u dépend de (¢,x) et v de (s,y),

2. dans les formulations faibles entropiques de u et v on prend comme une fonction
test dépendant de (¢,x,s,y) : @ € €7 ((R* x R)?) positive,

3. on integre la formulation de u pour (s,y) € R x R et celle de v pour (¢,x) €
RT xR,

4. onremplace x par v(s,y) dans la formulation faible entropique de u, on remplace
K par u(t,x) dans la formulation faible entropique de v et on additionne les deux
formulations,

5. on choisit comme fonction test

1 t+s x+y t—s x—=y
¢(tax75aY)€2W<2 ) 2 )p<2£>p<28)a 8>07
oll p € €°(R) est une fonction positive de masse 1 (Jrp(z) dz=1) et y est
fonction positive de €/ °(R™ x R),

6. on passe a la limite € — 0 et on obtient bien 1’équation (III.11) au sens faible,
avec pour fonction test y.
Ici aussi, on veut que 1’inégalité de Kato (III.11) soit vérifiée. On peut immédiatement
remarquer que si Y(¢,x) = 0 pour tout # > 0 et x proche de 0, alors le dédoublement de
variable continue de fonctionner, ce qui donne

/R+/R[|u7v|8tJrk(x)d)(u,v)ax]lll(t,x) dxdtJr/R|u07vo\l//(O,x) dx>0. (IIL12)

Il reste donc a passer a une fonction test dont le support peut inclure x = 0. Pour cela,
on introduit la fonction wg, 8 > 0, définie par

1 si|x| <8
ws(x) =928 —|x|/8 sid<|x| <28 (III.13)
0 si x| > 20
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et une fonction ¥ € ¢:°(R™ x R) positive. On peut alors choisir dans (II1.12) comme
fonction test y(r,x) = x(z,x)(1 —wg(x)), ce qui donne apres passage a la limite 6 — 0

/W/R[IM*VI@+k(X)¢(u,V)8x]x(t,x) dxdt+/R|u0—vo|x(0,x) dx
> [ (6 (0,19 () ~ ke (0.7 (1)) 2(0.0) i

ol yu™ sont les traces & gauche et a droite de x = 0 de u (ces traces sont bien définies
car u vérifie une équation vraiment non linéaire de part et d’autre de x = 0 [VasO1]). Le
membre de droite peut étre signé. Pour cela, on utilise le résultat suivant :

Lemme IIL.2. Soit u une solution faible entropique du probléeme (I11.7-111.9). Ses traces
en x = 0 vérifient

kuf (yu™ (1)) = ke f (yu™ (¢)) (IIL.14)

yut(t) >1/2 = yu"(t) > 1/2 (I11.15)

pour presque toutt > 0.

Démonstration. En prenant le méme type de fonction test que ci-dessus, on voit qu’a
I’interface on doit avoir p.p. tout ¢ > 0

kL ®(yu (1), k) — kr®(yu™ (1), K) + [kr — kel (1) > 0.

Pour montrer (II1.14), il suffit de prendre successivement K = 0 puis 1. Pour (III.15),
il suffit de prendre k¥ = 1/2 et d’étudier les différentes configurations suivant yu~ (t),
yut(¢)et1/2. O

Ce lemme permet de construire 1’ensemble des couples de traces (yu™ (¢), yu™ (t)),
notons-le & C [0, 1]?, que peut admettre une solution faible entropique. On peut alors
en déduire (apres calculs...) :

Lemme IIL3. Soit (a=,a™),(b™,b") €Y. Alors
ki ®(a b)) —kg®(at,b") > 0. (I11.16)

Démonstration. Cette démonstration est simple mais fastidieuse, c’est une étude au cas
par cas. ]

On en conclut donc que I’inégalité de Kato (II1.12) est vérifiée pour toute fonction
test y positive de €°(R™ x R).

La fin de la démonstration de 1'unicité est classique. On prend comme fonction test
y(r,x) = x5 (t) 05(1,x), avec

1, si0 << T,
Xs(t) =< (T—1)/6+1, siT<t<T+3,
0, sit>T+90,
et
1, si|x| <r+L(T—1),
ws(t,x) = ¢ (r+L(T —1)—|x])/6+1, sir+L(T—1)<|x|<r+L(T—1)+38,
0, si|x|>r+L(T—1)+34,

ol L = max (kz,kg) maxcfo, 1] | f(s)|, ce qui donne apres le passage a la limite § — 0 le
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Théoréme IIL4. Soit ug et vo deux données initiales dans L=(R) telles que 0 <
up,vo < 1 p.p. sur R. On note u et v des solutions faibles entropiques associées res-

pectivement a ug et vo. Alors, si on définit L = max (kr,kg) max,ejo 1] |f'(s)|, on a pour
toutT >0etr>0
/ (T ,x) — (T, x)| dx < / o (x) — vo ()| dx. (IIL.17)
|x|<r |x|<r+LT

4 Schéma volumes finis

Le but de cette partie est d’étendre 1’analyse classique [GR91] des schémas vo-
lumes finis pour les lois de conservation a notre cas. On va (donner les principaux argu-
ments pour) démontrer la convergence d’une large classe de schémas numériques vers
la solution faible entropique du probleme (II1.7-II1.9). Cela démontrera par la méme
occasion I’existence d’une solution faible entropique.

4.1 Ecriture du schéma

Soient At et Ax les pas de temps et d’espace. On définit les interfaces du maillage
par x;p = iAx, i € Z, on note les mailles M; = [x;_ »,%;11 »[ et on discrétise la donnée
initiale : 1

u) = EAl, uo(x) dx.

La perméabilité (II1.9) est discrétisée ainsi :

ki — kL Siigo
" ke sii>O0F

On s’intéresse a des schémas volumes finis de la forme
At
M?+1 = uzn - E(g(u?7 u?+1 7ki7ki+1) - g(uzl—l ’ M?,ki_l,k[)) (III]S)

ou g est un flux numérique sur lequel on doit énoncer des conditions pour s’assurer de la
convergence de la méthode vers la solution faible entropique du probleme (II1.7-111.9) :

— Régularité. g € €1(]0,1] x [0,1] x RT x R*) et de constante de Lipschitz L.

— Consistance. g(u,u,k,k) = kf(u), g(0,0,k,1) = g(1,1,k,1) = 0.

— Monotonie. g(, 7, N\, 7, 7).
On va voir que ces conditions, naturelles en regard de celles a imposer dans le cas de
lois de conservation classiques, sont suffisantes pour garantir la convergence, pourvu
que la condition CFL

Ax

At < —
2L

(1I1.19)
On utilisera aussi les notations
1
M?+ = H(M;LI ) uzr‘l7 M?Jrl 7ki—1 3 kiu ki+1)

et

axt,) = Y, Y i gt eag, (2,)

neNieZ

en supposant qu’on a fixé Ar en fonction de Ax — on peut prendre par exemple & €]0, 1]
tel que 2LAr = EAx.
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4.2 Propriétés du schéma numérique

Lemme IIL5. Soit uy € BV(R) telle que 0 < up < 1 presque partout. Sous la condition
CFL (111.19), la fonction H est croissante par rapport a ses trois premieres variables
(avec les trois derniéres variables fixées). De plus, upy vérifie une borne L™ :

VvneNVieZ, 0<u!<l1,

1

et une borne BV en temps :

1
Yt =l < Juolgv(w)- (I11.20)
i€Z
Démonstration. La démonstration des deux premiers points est classique (voir par

exemple [GRI1]). Du fait de la propriété de monotonie de H, on peut appliquer le
lemme de Crandall-Tartar [CT80], donc

Y Al | <Y Al —u |
i€Z i€Z
<Y Axluf —uf|
i€Z
< ZAt|g(M?vu?+]akiaki+l/2) *g(u?flvu?ﬂkifl/bki”
i€Z
gLAtZ(|u?—u?,l|+|u?+l *”?D
i€Z
é 2L At |u0|BV(R)'

On en déduit bien (I11.20) grace a la condition CFL (I11.19). ([l

Vu I’hétérogénéité du probleme par rapport a x, on ne peut pas obtenir de borne
BV en espace pour up,, des oscillations peuvent apparaitre aux abords de I’interface
x = 0. Néanmoins, on peut utiliser 1a borne BV en temps (I11.20) pour en déduire une
estimation de la variation totale spatiale pour x < 0 et x > 0.

Lemme II1.6. Soient deux réels 0 < A < B. On suppose que Ax < A/2 et soit r tel que
Ax <r<A/2. Soit T = NAt, avec N € N. On a alors sous la condition CFL (111.19) la
borne BV en espace

T
ua(T,)lBv(iaB) < [HolBv(ia8) + @\Mohavom (II.21)

La démonstration de ce résultat se trouve dans [BGKTO08] (Lemme 4.2). On re-
marque que si r — 0, cette estimation explose. On peut cependant passer a la limite
(2 une sous-suite pres) par un procédé d’extraction diagonale. A r fixé, on peut faire
tendre Ax vers O et par le théoréme de Helluy, extraire une limite. Il suffit alors d’ap-
pliquer ce processus pour une suite de valeurs de r tendant vers 0. On en déduit donc
I’existence d’une limite (a extraction d’une sous-suite pres). Il reste a vérifier que cette
limite est une solution faible entropique. Pour cela, on dérive des inégalités d’entropie
discretes.

Lemme IIL.7. Sous la condition CFL (I11.19), le schéma numérique vérifie pour tout
Kk €[0,1]
n n At n n At n
|”i+l — k| < |uf — k|- E( i+1/2 i71/2)+ EHi (Tr.22)

34



ou
G?+1/2 = g(u?TKv u?—}—l—l—’(a kiaki+l) —g(M?J_K, u?+1J-K? kiakiJrl)v

Hln = |g(K7 Kaki7ki+l) _g(K7 K-aki*l 7ki)|'
Démonstration. La aussi, la démonstration est classique. On utilise la décomposition

la—b| =aTb—alb et la monotonie du schéma numérique. Le terme H' apparait
naturellement a I’interface x; ;. u

4.3 Convergence du schéma numérique et existence d’une solution

Il suffit maintenant d’appliquer le théoreme de Lax-Wendroff sur les inégalités
(II1.22) pour vérifier que la limite de ua, quand Ax — O satisfait les inégalités d’en-
tropie (I11.10). La convergence du terme avec H;' dans (III.22) vers le terme interfacial
de (II1.10) s’obtient une nouvelle fois directement.

Théoreme IIL8. Soit ug € BV(R) relle que 0 < up < 1 presque partout. Sous la condi-
tion CFL (111.19), le schéma numérique converge vers une solution faible entropique u
du probléme (111.7-111.9) au sens suivant : pour tout compact K C RT x R,

Théoreme IIL9. Soit ug € L*(R) telle que 0 < ug < 1 presque partout. Alors, le
probléme (I11.7-111.9) admet une unique solution faible entropique u € L= (Rt x R).
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Chapitre IV

Ecoulements diphasiques
compressibles

Ce chapitre est dédié a 1’étude de modeles d’écoulements composés de deux phases
distinctes. Par phase, on entend plusieurs choses. Un mélange diphasique peut étre
constituer de fluides distincts (gaz, hydrocarbure, eau...) mais aussi d’un méme fluide
présent sous plusieurs états (eau liquide et vapeur d’eau par exemple). On peut méme
combiner tout ¢a : un des challenges actuels est la description d’écoulements tripha-
siques contenant de I’eau liquide, de la vapeur d’eau et du gaz. Ce type d’écoulement
apparait dans de nombreux cas. Les applications classiques sont les écoulements dans
des conduites pétrolieres (gaz/hydrocarbures), dans les réseaux de conduites des cen-
trales nucléaires (eau liquide/vapeur d’eau). Ces modeles peuvent aussi servir de vali-
dation de modeles simplifier telles les équations de Saint-Venant.

Méme si on va se restreindre ici aux fluides gazeux ou liquides compressibles, les
propriétés du mélange peuvent énormément varier suivant les phases en présence, et
donc les modeles. L’exemple qui est probablement le plus parlant concerne la miscibi-
lité. Si on considere deux gaz dans un volume donné, chacun occupe tout le volume.
Par contre, si on est en présence d’un liquide et d’un gaz, il n’y a pas de mélange et
le volume total est donné par I’addition des volumes de chaque phase. Les propriétés
dynamiques et thermodynamiques sont alors tres différentes. On voit d’ailleurs que la
description des interactions entre chaque phase dans le mélange triphasique cité plus
haut est cruciale et complexe.

Le terme de mélange a été employé plus haut. Il sous-entend que 1’échelle de des-
cription des écoulements sera macroscopique. On ne s’intéressera pas a une description
complete d’un écoulement diphasique et des interfaces contenues. En particulier, dans
le cas d’un écoulement liquide avec bulles, chaque bulle ne sera pas modélisée indi-
viduellement (idem pour des gouttes dans un gaz). Il est alors nécessaire de définir
des grandeurs moyennes, en un sens a préciser. De plus, suivant le type d’écoulement
considéré, le modele pourra étre plus ou moins compliqué. Une question standard (dont
la réponse n’est cependant pas triviale) est : peut-on considérer qu’a 1’échelle de des-
cription choisie les vitesses des phases sont localement égales ? Méme question pour
les pressions et températures ?

Nous allons donc tenter de donner quelques pistes pour obtenir ce type de modeles
tout en précisant les mécanismes permettant de passer de I'un a 1’autre. On tichera
aussi de présenter les difficultés mathématiques et limitations inhérentes a chacun de
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ces modeles.

1 Modélisation des écoulements diphasiques compres-
sibles

La dérivation des modeles diphasiques se fait en quatre étapes, dont certaines sont
tres proches de celles de la dérivation des équations de Saint-Venant.

1.1 Equations locales instantanées

On prend pour hypotheése que les deux phases sont immiscibles et qu’il n’y a pas
de vide. On suppose de plus que la répartition des phases 1 et 2 est totalement déter-
miné et qu’en tout (7,x) € RT x R?, on sait quelle est la phase présente. On peut alors
définir I’ensemble Q; (1) C R correspondant au domaine spatial occupé par la phase k
alinstant 7, k = 1,2, et on note linterface I'(¢) = (Q; NQy)(¢) (voir la figure IV.1).

O o
r
ny
@
Phase 1 ‘

FIGURE IV.1 — Représentation d’un écoulement diphasique

On va maintenant supposer que chaque phase k, k = 1,2, est régie par les équations
d’Euler :

P+ V- (prug) =0,
vVt >0,x € Qk(t), 8,(pkuk) +V- (pkllk ®llk) +Vpr =0, Iv.y
9 (PkEx) +V - (ui(prEr + pi)) =0,

ot Ey = & + |ug|?/2 et pr = P4 (px, Pr&x)- On supposera dans la suite que les lois de
pression & sont du type

PP, Pr&k) = (% — Dpr&r +m, %> 1,m > 0. (Iv.2)

Il reste a décrire la dynamique de la surface X. Tout d’abord, on va supposer qu’elle est
suffisamment réguliere pour pouvoir y définir presque partout une normale (X frontiere
lipschitzienne est suffisant). Par convention, on supposera que sa vitesse vy est toujours
colinéaire a sa normale ny (orientée par convention de la phase 1 a la phase 2), ce qui
permet de la définir de maniere unique. On notera aussi ny = —np = ny.

On introduit maintenant y;: R* x R — {0,1} la fonction caractéristique de la
phase k, définie par

1,X)= .
2:(1:%) 0, sinon.

{1 six € (1),
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Cela permet d’écrire les équations (IV.1) sur tout R* x R? en les multipliant par y;.
Au sens des distributions, cette fonction vérifie [EX]

Ve = —m 0,

V(xf) = xVf — fogds Vf e €' (RER),

V- (uf) = V- f—f-m 85 VEc € (RERY),n> 1,
O Xk = Vs i 8y,

o (k) = o f+ (ve ) £z VEC € (R;RY),n > 1.

En supposant que les solutions des équations (IV.1) soient de classe %', on obtient pour
k=12etVt>0,xeR?,

I (xkpx) +V - (rprxur) + pr(ug — vg) -m 0y = 0,
A (epxur) + V- (eprur @ wi) + V(xrpi)

+[—pr(ve - mp)ug + pr(ug @ w)mg + pymy | 8 = 0, (Iv.3)
9 (xkPxEr) +V - (trux (PkEx + pi))

+[(ux — vg) prEx + prug | -1y 6z = 0.

On définit maintenant
Tis =(px(ve —wg) -mg) 83

qui représente le transfert de masse, c’est-a-dire la quantité de masse de la phase k
entrant a I’interface (par unité de temps). Les équations (IV.3) peuvent alors se réécrire

9 (xrpx) +V - (rprug) = s,
9 (prui) + V- Qpr @) +V(pr) — piVoe = wls, (Iv.4)
9 (XkPkEr) + V- (wi(PkEx + pr)) + Proh X = Hilks

ol Hy = Ey + pi/px est I’enthalpie totale de la phase k. Chaque équation comporte des
termes concentrés a I’interface qui entrainent la non conservation des masses, impul-
sions et énergies totales par phase. Par contre, il est naturel de supposer que la masse,
I’impulsion et I’énergie totale du mélange soient conservées. Cela entraine directement

que
Y Tiz=0,
k=12

k=Z1,2 (wTks — penyBx) =0, (IV.5)

Y. (Hiliw — pe(ve -my) ) = 0.
k=1,

On peut remarquer que la premiere relation nous donne une expression de la vitesse

interfaciale o p
1u; — oy
V=Vy-ny=———— Ng6y
pP1—p2
tandis que les autres relient les différentes quantités a travers I’interface.
Attention, a ce stade, le systeéme n’est pas fermé. Les relations de fermetures pos-
sibles portent sur le transfert de masse [y, en le définissant par exemple a partir des

quantités thermodynamiques des deux phases a I’interface.
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1.2 Un modéle simple de mélange de fluides non miscibles sans
transfert de masse
Une fermeture assez classique dans le cas de mélange de fluides non miscibles est
d’imposer
vy =u; 6y = uy 0y, (IV.6)

ce qui annule le transfert de masse I'yy et implique p;dy = p»Jx. Si on note

Pm = X1P1 + X202,
PmWn = X1P1U1 + X2P2u2, (Iv.7)
PmEm = X1P1E1 + X2p2E2,

la masse volumique, la quantité de mouvement et 1’énergie totale du mélange, on peut
déduire de (IV.4-IV.5) le systeme

1 +um- V1 =0,
atpm +V. (pmum) = 0,

IV.8
0 (Pmm) +V - (P @uy,) +Vp,, =0, ( .
O (PmEm) +V - (W (PmEm + pm)) =0,
ot E;y = &+ |u,|* et
Z1(p1,p1€1) sixi=1,
Pm = P X1 Pms PmEm) = . (Iv.9)
( ) {«@2(17271)282) si 1 =0.

Proposition IV.1. En supposant la continuité des vitesses a l'interface (IV.6), le sys-
teme (IV.4-1V.5) est équivalent au systeme (IV.7-1V.9). De plus, ce systeme est fermé.

Démonstration. Comme on a (IV.6), les trois dernieres équations de (IV.8) se déduisent
par somme sur k de (IV.4-IV.5) et la premiere est obtenue a partir des propriétés de la
fonction ) et de 1’égalité des vitesses a I’interface (IV.6).

Pour la réciproque, il suffit de constater que les équations (I'V.8) implique (IV.1) et
les termes dus a I’interface disparaissent grace a (IV.6). On peut d’ailleurs vérifier que
toute solution de (IV.8) vérifie p; &y = p, 0y [EX].

Enfin, en remarquant que > = 1 — X1, on peut vérifier que le systeme (IV.7-IV.9)
est fermé. ]

Ce systeme, tres proche des équations d’Euler, vérifie les méme propriétés.

Théoreme IV.2. Le systeme (IV.7-1V.9) est non strictement hyperbolique si d > 1.
Si d =1, il est strictement hyperbolique et il existe une et une seule solution au pro-
bleme de Riemann associé.

Démonstration. [EX] O

Du point de vue théorique et de la modélisation, ce systeme est tres satisfaisant.
La difficulté est d’ordre numérique. En effet, il est nécessaire de préserver au niveau
discret le fait que yx; est a valeur dans {0, 1}, c’est-a-dire que cette fonction doit &tre
convectée sans introduire de diffusion numérique. Dans le cas contraire, une zone de
«mélange » pourrait apparaitre (0 < x; < 1) dans laquelle on ne connait pas le modele
(en particulier la loi de pression).
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Plusieurs types de méthodes numériques existent pour éviter la diffusion numé-
rique. Cependant, lorsque la taille caractéristique d’un des domaines ; devient plus
petite que les mailles (c’est le cas en présence d’instabilités, de bulles ou de gouttelettes
notamment), alors il est impossible de préserver ¥ dans {0,1} et donc d’obtenir une
approximation numérique « physiquement » valide.

Pour contourner ce probleme, on est amener a définir des modeles dits « moyen-
nés », c’est-a-dire que les interfaces ne sont plus véritablement localisées, ce qui permet
d’avoir en méme point coexistence des deux fluides.

1.3 Moyenne statistique

Il existe plusieurs opérateurs de moyenne, tous ayant pour but de décrire a une
échelle macroscopique 1’évolution de I’écoulement diphasique. Nous allons décrire
tout d’abord la moyenne statistique, qui est la plus fréquemment utilisée.

Imaginons un écoulement dispersé, c’est-a-dire que 1’une des phases, dite phase
continue est présente de maniere prépondérante alors que 1’autre phase, dite phase dis-
persée, a pour domaine un ensemble d’ouverts de tres petite taille (gouttelettes, bulles).
A I’échelle de I’observateur, la description d’un tel écoulement par les équations pré-
cédentes est beaucoup trop fine car elle contient tous les détails de chaque interface.
Il serait alors nécessaire de résoudre les équations d’Euler dans la phase dispersée,
donc dans chaque gouttelette ou chaque bulle. Pour éviter cela, on va appliquer un
processus de moyenne sur les équations. L’idée de la moyenne statistique est la sui-
vante. A 1’échelle de I’expérimentateur, un état observé peut correspondre 2 plusieurs
configurations d’écoulement, différentes au niveau « le plus fin », c’est-a-dire celui de
la description ci-dessus. Ainsi, pour un temps ¢ et une position x donnés, on ne peut
déterminer exactement les variables décrivant 1I’écoulement, mais on supposera tout de
méme qu’on peut déterminer un intervalle dans lesquelles elles varient. Pour décrire
cet intervalle, on va paramétrer les solutions de (IV.3) par u € [0,1] : xx(z,x) devient
X (t,x; 1), pr(t,x) devient py(z,x; L), etc. Le parametre W, qu’on aurait pu prendre
vectoriel, permet de tenir compte de I’incertitude de la mesure de 1’observateur a son
échelle, par rapport a 1’échelle fine. On ne sait a priori pas déterminer la dépendance
des différentes variables par rapport a (, mais en fait, on ne le désire pas, car on ne
voudra modéliser (pour reproduire théoriquement et numériquement) que les solutions
observables. Ainsi, on va chercher & proposer un modele pour les moyennes des va-
riables par rapport a y. Ce parametre étant destiné a tenir compte d’incertitudes, on
parle donc de moyenne statistique.

Remarque 1. On peut étre tenté de faire une analogie alors la notion de mesures de
Young. En effet, le fait savoir que chaque variable est & valeur dans un intervalle donné
signifie qu’on est en présence d’une famille de solutions, non dénombrable, qui vérifie
une estimation L. On veut alors obtenir un modele dont la solution serait un point
d’accumulation de cette famille. Vu qu’on n’a qu’une estimation L, le seul outil dont
on dispose est les mesures de Young (on ne donne ici leur interprétation en tant que
fonction paramétrée) :

Soit Q une ouvert de R”, n > 1, et (ug)e~0 C L7(Q). Alors il existe une sous-suite de
(e ) >0, toujours notée (ue )0, et une fonction u € L= (Q x [0,1]) telles que

1
Vo e LI(Q), gig%)/gug(pdx:/o /Qu(x,u)(pdxdu.

Ce u(x, 1), qui n’est pas forcément unique, correspond a celui qu’on a introduit « &
la main » ci-dessus. On peut notamment se référer a [Ser91, Hil07] ou le probleme
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d’obtenir un modele homogénéisé issu du méme genre de préoccupation est étudié a
I’aide de ce type d’outil.

On définit la moyenne statistique d’une fonction f: R* x RY x [0,1] — R", n > 1,
par

(B)(2,%) = /0" £(7,x, ). (IV.10)

De part sa définition, cette moyenne commute avec I’opérateur de dérivation par rapport
atretx,

<aaf>:aa<f>» aa:t7x'

Une variable associée a la description locale instantanée (IV.3) peut alors étre décom-
posée en deux parties,

f=+f, ou(f)=0,

et f' représente les fluctuations de f. Dans toute la suite, on supposera que les fluctua-
tions des différentes variables sont petites et donc négligeables. De plus, la moyenne
d’un produit vérifie

(fe)= (e +(f'g),

ou on peut donc négliger le dernier terme.

On suppose a partir de maintenant que toutes les variables intervenant dans la des-
cription locale instantanée sont paramétrées par p € [0, 1] mais les équations (IV.4)
restent bien slir inchangées. Tout comme on I’a fait pour lors de la dérivation des équa-
tions de Saint-Venant, on va définir des grandeurs moyennes associées aux variables de
(IV.4) et ainsi déterminer les équations qu’elles vérifient.

La premiere grandeur moyenne qui nous intéresse est celle reliée a la présence
d’une phase,

O = (Xk)-

On remarque que o est a valeur dans [0, 1] et que
o +op=1.

On peut interpréter o (f,X) comme la probabilité de présence, ou taux de présence, de
la phase k au point (#,x). Il est aussi souvent assimilé a une fraction volumique — cette
dénomination peut €tre justifiée en passant par un autre type de moyenne.

A partir du taux de présence, on peut alors définir la moyenne phasique d’une quan-
tité associée a la phase k par

(X i)
(Xx)

Cette moyenne sera notamment utilisée pour les masses volumiques et les pressions.
Pour la vitesse, la moyenne couramment utilisée est elle aussi pondérée,

(fidk = aL<kak> = ~ (fi). aV.11)
k

T ()i = ().
Une premiere équation concerne le taux de présence en moyennant les relations véri-

fiées par yi :
&,Otk + <<V2>>V -0y = 0.
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On applique maintenant I’opérateur de moyenne (-) aux équations (IV.4) et on a le
systeme approché suivant : ([EX] déterminer dans (IV.12) les relations approchées et
les relations exactes)

9 (o <P> )+V (%(Pk} << 1)) = (i),
9 (o (P i) + V- (olpdr (e ® (i) +V (o (pi)s)
—(PhieVoy = (W (Tix) s (IV.12)
9 (04 (p)(Eide) + V- (o) (P (i + (pe)
Hpi)rzdr ok = (Hi)is(Tkx) s

ol les moyennes (-);y correspondent & des moyennes de quantités interfaciales, c’est-
a-dire de quantités évaluées a I’interface avant I’application de 1’ opérateur de moyenne.
Vu la forme des lois d’état (IV.2), on a directement

(Pi)k = Zr({P) i (P (D) -

De plus, on suppose a nouveau que la masse, la quantité de mouvement et I’énergie
totale du mélange sont conservées, ce qui donne les relations

Y (Tis) =0, (IV.13a)
k=1,2
Y (dis(Tis) + (pr)esVor) =0, (IV.13b)
k=12
Y, ((Hoix(Tiw) — (pr)isdron) = 0. (IV.13c)
k=12

Comme dans le modele local instantané (IV.4), le transfert de masse doit étre défini par
ailleurs. Cependant, il est commun de supposer qu’il existe une vitesse a I’interface vy
et une pression a I’interface pj telles que

V= <ul>12 = <l12>2): = <<VZ>> et p;= <P1>12 = <P2>2>:

pour simplifier la vérification des relations (IV.13). Ainsi, les relations (IV.13b) et
(IV.13c) sont une conséquence directe de (IV.13a). Il resterait maintenant a donner
une définition des différents termes restant, comme v;, p;, (I'yz)... Pour cela, on fait
référence a[Ish75], ouvrage qui fait référence dans le domaine des écoulements dipha-
siques (voir aussi sa récente extension [IH06] ainsi que [DP98]), ot des opérateurs de
moyenne différents (mais relativement proches) sont utilisés.

1.4 Réduction de dimension : moyenne spatiale

On va ici regarder une autre méthode pour obtenir des équations similaires au sys-
teme (IV.13). Elle se base sur la méme idée que la dérivation des équations de Saint-
Venant et elle permet d’avoir des expressions explicites des termes non précisés ci-
dessus.

1.4.1 Modé¢le local instantané

On suppose que la configuration est stratifiée et que le fluide 1 est sous le fluide
2, voir la figure IV.2 pour les différents notations. Les différentes inconnues dépendent
de 7, x et z et I’objectif est d’obtenir des équations sur des inconnues moyennes, ne
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Longueur caractéristique L

nr
Phase 2 —~— u = (uz,w) Doy =D(1—ay) r
D —
Phase 1 _— u = (ulan) DOtl

i

X

FIGURE IV.2 — Configuration supposée de 1’écoulement diphasique

dépendant donc que de ¢ et x. Pour cela, on va supposer que L >> D, c’est-a-dire que le
diametre du tuyau est petit devant la longueur (cette hypothese est du méme type que
I’hypothese d’écoulements de faible profondeur).

Dans le but d’obtenir un modele diphasique incluant les forces d’interaction entre
les phases, on va supposer que chaque phase est décrite par les équations de Navier-
Stokes :

&,pk + diV(pkllk) =0 aIv.14)
9 (pruy) +div(pruy @ ug — 0y) =0 (IV.15)

avec o; = —pr(P) I+ W ((Vow) + (Veu)T). Ces équations sont posées sur €, ol

Q ={(t,x,2) |t >0,z€[0,Doy (£,x)]}
et Q= {(¢t,x,z) |t >0,z € [Doy(t,x),D]}.

Les conditions aux bords sont données par

(kuy —pidan)(1,x,0) =0 ] (ke + H20zu2) (1,%, D) =0 (IV.16)
wi(t,x,0) =0 wo(t,x,D) =0
et a ’interface, on suppose les conditions de raccord suivantes :
u;(t,x,Day(t,x)) = wa(t,x,Day (¢,x)) =:vy(t,x) (Iv.17)
o1(t,x,Day (t,x)) -nr(t,x) = o2 (t,x,Da (t,x)) - nr(t,x) (IV.18)

ol np = (—x(Dat), 1)T /\/1+ (0x(Daty ))2.

On va supposer dans la suite que D < L = 1, et prendre pour hypothese que
7z=0(D) et wy=0O(D). (IV.19)

De plus, on désire obtenir un modele moyenné final qui ne contient pas de termes
visqueux. Pour cela, on est amené & supposer que

W=Dy et ik =Dk (IV.20)

ol u,? et K’,? sont des constantes.
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14.2 Equations sur les fractions

L’évolution de I’interface est décrite par I’équation

0, (Day (t,x)) = vy(t,x) -nr(t,x)1/ 1+ (d(Doyy ) )? av.2n
= 0,0 +u;d 0oy — wy/D=0 av.22)
= dap+udiax+w;/D=0. (IV.23)

Pour vérifier cela, il suffit de regarder les équations des fonctions indicatrices de chaque
phase, comme cela avait été fait pour les équations de Saint-Venant.
Les termes en rouge seront traités ultérieurement.

1.4.3 Conservation des masses partielles

On integre (IV.14) avec k = 1 pour z € (0,Doy (¢,x)) et on obtient

DO!]

o [ prdz—lpr(Dew)au(Deu) — pi (030)

Doy

+ax/0 prundz— [pruy (Do) 3y (Do) — prus (0)3,0)

+piwi(Doy) —piw1(0) =0
Doy Doy

<— a,/o ple-i-ax/O prurdz

— [pl (Dal)(?, (Dal) +p1ug (Dal)at (D(X]) —pP1wi (D(Xl)} =0

ol les notations du type p; (D ) signifient ici et dans la suite p; (¢, x, D (¢,x))). Sion
utilise (I'V.22), on a bien

Doy Doy
81/0 Ple-‘rax/O pru1dz =0.

On définit alors les quantités moyennes suivantes

1 Doy
o, (f = — t d
pl( "x) Dal /0 pl( 7X,Z) <,
_ 1 Doy
P9 = o [ pun(tx.2) d,

On en déduit alors 1’équation suivante sur les quantités moyennes :
8,(a151)+8x(a1§1ﬁ1) =0. (Iv.24)
De méme, on peut obtenir

8,(05252) + 8x(a2§2ﬁ2) =0. (IV.25)

1.4.4 Quantités de mouvement horizontal

Ecrivons maintenant la premiére composante de I’équation de quantité de mouve-
ment (IV.15) pour k = 1 et étudions la dimension de chaque terme. Ainsi, grice aux
hypotheses (IV.19) et (IV.20), on a

0;prut 4 O (prut + p1) + duprurwy = py (20nus + Aty + dpwy). (IV.26)
o(1) o) o(1) o(p) oD oD)
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On en déduit donc que du; = O(1), c’est-a-dire que les variations de la vitesse hori-
zontale u; dans la direction verticale sont négligeables (puisque d’ordre D). On a bien
stir le méme résultat pour u;. Cette propriété assure notamment que

(ur)? = (m)*+0(D).

En outre, on va supposer que (cette approximation sera justifiée ultérieurement par
I’équation (IV.29))

pi(p1) = pi1(py) + O(D).

On peut alors écrire une équation sur les valeurs moyennes en intégrant sur z € (0,Da; )
la premiere composante de I’équation de quantité de mouvement (IV.15) pour k =1 :

d/(oup ;) + dc(auP s + 1 py) — pi(p1(Daty))dxoy
= 1.u1 (Do) — Vuy (0) + O(D).  (IV.27)
La propriété sur la vitesse horizontale permet remplacer le terme de friction par K?ﬁl.
Il reste a fermer le terme en rouge. On obtient de la méme maniere I’équation

01 (00Py112) + 0 (00 Pl + 00 P) — pa(P2 (D ) ) A0t
= — 1S+ 1) d.ur (Do) + O(D).  (IV.28)

1.4.5 Quantités de mouvement vertical

On effectue une analyse dimensionnelle sur la deuxieme composante de 1’équation
de quantité de mouvement (IV.15) pour k = 1, ce qui donne

8tp1w1 +8xp1u1w1 +8Z(p1w%+ p1) = ,ul(&xxW1 +28aw1 + 8x1u1).
0(D) (D) o) oD oo o) o(D)

On obtient donc
azpl =2 azle + ﬁ(D), (Iv.29)

c’est-a-dire que les variations de la pression p; dans la direction verticale sont négli-
geables.

1.4.6 Fermeture des équations

Il reste maintenant a déterminer une expression des termes en rouge dans les équa-
tions (IV.22), (IV.27) et (IV.28) en fonction des quantités moyennées. Il nous reste pour
cela a exploiter les relations de fermeture (IV.18) :

—(=p1+2U10xu1) 0y (Dovy ) + 1 (91 + dywi)
= —(—p2+2U0su2) 9 (Daty) + po(0;uz + dxw2),
— 1 (Qzuy + dewy)de(Day ) + 241 9w — py
= — W2 (dzuz + Aw2) k(Do) + 2129 w2 — pa.

Une analyse dimensionnelle donne

—(—=p1 + 211 0xuy ) e (Daty) + py (zuy + dewy ) = (...)2,

o) o) o)  6(D?)
—u1(duy + dwr)d(Day) +2u19d. w1 — pr = (...)a,
o2 o2 o) o))
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ce qui permet d’écrire les égalités approchées suivantes :

p1(Day) = pa(Doy) + O(D) (IV.30)
w2d.u; (D) = P d.ur (Doyy) + (D) (IV.31)
M1 8Zw1 (D(Xl) — D1 (DOCl) = ‘LL281W2 (D(Xl) — D2 (DOCl) + ﬁ(Dz) (IVv.32)

On peut remarquer que les termes dans 1’égalité (IV.31) sont ceux apparaissant dans
(IV.27) et (IV.28). On utilise alors les approximations suivantes :

Oul(D(Xl) — U

1) d.u1 (Do) = puy Dz T o(D)
1392 (Doty) = g W +0(D)

et en utilisant la condition (IV.17) qui assure que u;(¢,x) = u; (¢t,x,Do ) = up(t,x, Dty ),
on obtient les expressions

0
_ _ . wWo,
w =B +(1—B)m on B=—1%2_ co1), V.33
1= Bur+(1-p)u B o, + e (0,1) (IV.33)
1 2ulud
0 0 1K
Day) = — Day) = ———12 G ). V.34
Hq &Zul( OC]) uzazuz( 061> D,u?az—i—ugal (I/tz ul) (V3 )

La vitesse interfaciale u; est donc une combinaison convexe des vitesses moyennes
et on voir que les autres termes s’apparentent a des termes de trainée. De la méme
maniere, on peut remarquer que 1’égalité (IV.30) implique I’existence d’une pression
interfaciale p;(¢,x) = pi(¢,x,D0 (¢,x)) = p2(t,x,Da(t,x)). Ensuite, en approchant
les dérivées verticales comme précédemment dans (IV.32) et dans (IV.29), on obtient

tous calculs faits |
wj o 0 _ _
—_—=—_— — . (IV.35)
D Dalug+a2u? (pl pZ)

Il est important de noter que cette expression entraine que p; — p, = €(D), donc a D
pres, on peut prendre par exemple
P1t+D

pi(t,x) = 5 (IV.36)

(D’ailleurs, si on regarde précisément (IV.34), on remarque 12 aussi que #; (Do) —
i (Day) = O(D) et donc que u; =y (Day) =uy(Day ) a D pres.)

1.4.7 Le modele final issu de la dérivation

Le modele final issu de cette dérivation est donc

droq +udioy = 0, (p) —py)

di(oupy)+ox(aiptr) =0

9 (0aP) + Bu(0a,i2) = 0 (IV.37)
d(ap i) + (P ] + upy) — prosoy = —kji + 0, (il — 1))
(

0 (0aP,T2) + (P73 + CoP,) — ProkOn = —KyTia + O (i —102)

46



ou les quantités interfaciales sont définies par

0 0 = 4=
2 — aq +
U= -5 2 0., 4 0 = g U2 et pr= PP (Iv.38)
Uy 0 + Wy o Uy o + Wy o 2
et les coefficients de relaxation sont donnés par
1 oo 1 2udW
e N T =L (IV:39)
D o3 + ooy D pion + oy
Pour fermer totalement ce systéme, il reste a ajouter les relations
o+a=1 et pp=pr(Ps) (IV.40)

Remarque 2. Ce systeme comporte au final autant d’équations que d’inconnues. Néan-
moins, vu que I’erreur effectuée en général est d’ordre D, on ne devrait pas distinguer
les vitesses uy, u; et up et les pressions pj, p; et p,. Pour éviter ce probleme, il fau-
drait remplacer les relations (IV.17-1V.18), qui peuvent étre assimilées a une double
condition de Dirichlet, par des relations de type double condition de Navier entre les
phases.

La dérivation effectuée ci-dessus s’inspire fortement de celle mise en ceuvre par
Stewart et Wendroff dans [SW84]. Le modele final apparait notamment dans les articles
[BNS86], [SA99], [GHS04].

1.4.8 Propriétés du modele obtenu

On va présenter les propriétés de base du modele (IV.37-1V.40) (on omettra dans la
suite les barres *). Une premiere remarque concerne les termes de relaxation : on a bien

®u7®p 2 07

ce qui assure — au moins formellement — que les équilibres u; = uy et p; = p; sont
stables. De plus, si on néglige les termes de friction (en prenant K‘,? = 0), alors on a
conservation de la quantité de mouvement totale :

0, (a1 prus + 0apauz) + 9, (04 P11t + 0215 + 0 py + 0 p2) =0,

en plus de la conservation de chaque masse partielle o px. Enfin, si ¢ est constant,
alors le modele se réduit a deux systemes d’Euler couplés seulement par les termes
source.

Passons maintenant a la structure de la partie différentielle du modele, c’est-a-dire
au membre de gauche de (IV.37). On a le résultat suivant :

Proposition IV.3. Soit le domaine des états admissible
U = {UZ (OC],OC]p] , (1 — (X])pz,alplu],(l —(X])pzuz)T E]O,I[XR+ xRT xR x R}.

Le systéme associé au membre de gauche de (IV.37) avec uy = u;(U) et p; = p;(U)
quelconques admet pour valeurs propres

up,uy —Cr, Uy +C1,up — €2, Ux +C2,
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ou ¢y, est la vitesse du son usuelle associée a la loi de pression py. Les champs associés
aux quatre dernieres valeurs propres sont vraiment non linéaires. De plus, ce systeme
est hyperbolique sur

/4 \ Ukzl_’z{ul = |I/lk| —|—Ck}.

La perte d’hyperbolicité se traduit par une dégénérescence de la base de vecteurs
propres.

Le phénomene de perte d’hyperbolicité est connu sous le nom de résonance. Si
on regarde [IT95] ou [GLO4], on peut voir que cela conduit a une perte d’unicité des
solutions.

Il est naturel que I’onde associée & la valeur propre u; soit une discontinuité de
contact puisqu’on peut 1’assimiler a une interface qui doit rester infiniment mince.
Ainsi :

Proposition IV.4. Supposons que uy est une combinaison linéaire de u; et uy dont les
coefficients ne dépendent que de 0, et py. Alors le champ associé a I’onde de vitesse uj
est linéairement dégénéré si et seulement si

Qpruy + 0 Prur

ur=ujy, up ou
aip1+ 0P

On peut remarquer que la définition de u; (IV.38) obtenue par dérivation ne vérifie
pas cette propriété. On définit maintenant 1’énergie totale du systeme et le flux associé
par

&(U) = aupi(er +ui/2) + pa(er +u3/2),

F(U) = aqur (p1 + pi(e1 +ui/2)) + oauz(p2 + pa(e2 +15/2)),

ol ey, est I’énergie interne associée a la loi de pression pi. On obtient alors le résultat
suivant :

Proposition IV.5. Supposons que uy = B(U)u; + (1 — B(U))uy. alors les solutions
régulieres du systeme associé au membre de gauche de (IV.37) vérifie I’ équation

(9;6() + 3,(9 = O
si et seulement la pression interfaciale est donnée par
pr=PBU)p2+(1-B(U))p1.

Dans le cas contraire, un terme différentiel non conservatif en d,o apparait dans
I’équation d’énergie totale. Pour plus de détails sur I’analyse de ce type de systemes,
on renvoie a [GHS04].
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