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Examen terminal

Lundi 24 avril 2017. Durée : 2 heures.

Le sujet se compose de quatre pages et de deux exercices indépendants.

Exercice 1. Un probleme d’homogénéisation

Soit f € L?(]0,1[) et soit D une fonction de R dans R continue, strictement positive et
périodique de période 1. Le but de ce probleme est d’étudier I’équation

(1)

X

— (D (E) u'6>/ = f dans ]0,1],
ue(0) = u.(1) =0,

lorsque le parametre € > 0 tend vers 0.

1.

Ecrire (sans faire de démonstration) la formulation variationnelle associée au probleme
(1). Donner I'expression de la forme bilinéaire a. et de la forme linéaire ¢ qui intervi-
ennent dans cette formulation.

. Montrer qu’il existe une unique solution u. pour cette formulation variationelle.

. Montrer qu’il existe une constante C' indépendante de ¢ tel que:

Ve > O) ”u6||H1 S C.

. En déduire que pour toute suite €, tendant vers 0, il existe une fonction uy € Hg(]0, 1[)

et une suite extraite (que 'on notera encore ¢,,) telles que

lim ||u., — upl|z2 = 0.
n—oo

. Donner, en fonction de D, 'expression de la fonction 1-périodique y vérifiant

X(0)=0 et —(DE(+xX(y) =0 dans R.

On donnera la valeur constante que prend la fonction D(y)(1+ x'(y)), notée Dy par la
suite.



6. Soit u. la solution obtenue a la question 2, et ¢ une fonction de D(]0, 1[). Montrer que
I'on peut appliquer la formulation variationnelle de la question 1 a la fonction

o(a) = o(e) + e/ (e)x (2)

et que u. vérifie alors

Dy / WL (@)@ () + 12 (s, @) = () + 5:(0),

avec

w0 =< | D(E)x (D) @@, si(o) = / e (£) ¢,

€ 9

et ¢ la forme linéaire obtenue a la question 1.

7. Montrer que pour tout ¢ € D(]0,1[), on a

li_r)r(l) re(ue, @) = lim s.(¢) = 0.

e—0

8. Montrer que si €, est la suite extraite obtenue a la question 4, on a

1 1
lim u. (z)¢'(z)dx = —/ up ¢ dx.
0

n—oo 0

9. En déduire que la limite ug est la solution du probleme homogénéisé

—Do Ug = f, UQ(O) = Uo(l) =0.



Exercice 2. Deux équations elliptiques couplées

Soit © C RY un ouvert borné, régulier. Pour fi, fo € L?(Q), on s’intéresse au systéme

{ —Au; +uy = f; dans €,

(2)
—Auy —uy = fo  dans €,

d’inconnues u; et uy, avec diverses conditions aux limites.

1. On considere dans cette question les conditions aux limites de Dirichlet :
(3) uy =0, us =0 sur 0f).

Soit V' = H} () x HJ(Q2). On appelle solution faible de (2), (3) un couple (uy,us) € V.
satisfaisant (2) au sens des distributions.

(a) Démontrer que (uy,us) € V est solution faible du probleme si, et seulement si, ce
couple satisfait la formulation variationnelle suivante : pour tout (vy,vs) € V, on
a

/Vul-Vvldx+/Vuz-VUde+/(u2v1—ulvg)dx:/(flvl+f2v2)dx.
Q Q Q Q

(b) Démontrer que le probleme admet une unique solution faible.

(c) En utilisant un théoréme du cours, démontrer que u; € H?(Q) et que uy € H?().

2. On considere dans cette question les conditions aux limites de Neumann :

8u1 8U2
4 — =0 — =0 o0
( ) an ’ an sur Y
ou n désigne le vecteur normal sortant a 0€2. Pour résoudre (2), (4), on introduit pour
k € N* le systeme

1
—Aul +Ug + U = fl dans Q,

k

(5) g
—Aus —uq + EUQ = fy dans €,

avec les conditions aux limites (4). On note désormais V = H'(Q) x H'(Q2) et on
appelle solution faible de (5), (4) un couple (uy,us) € V satisfaisant la formulation
variationnelle suivante : pour tout (vy,v) € V, on a

/Vul-Vvldx—l—/Vuz-szdx +/(uQvl—ulvg)d:p
Q Q

Q

1

—i—E/(ulvl+u202)dx:/(f1v1—|—f2112)d3:.
Q Q

(on désigne de la méme fagon par solution faible de (2), (4) un couple (uj,uz) € V
satisfaisant cette formulation variationnelle dans laquelle on remplace % par 0).



(a) Démontrer que, pour tout k € N*  (5), (4) admet une unique solution faible, que

'on note (ugk), ugk) ).

(b) Démontrer Iestimation
k k
luf 122 + [us?12: < | fil22 + || f2l122

et en déduire que les suites (ugk)) pen- et (ugk)) ren+ sont bornées dans H'(Q).

(¢) En faisant tendre k vers 'infini, montrer que le probleme (2), (4) admet une
solution faible, puis montrer que cette solution faible est unique.

(d) En utilisant un théoréme du cours, démontrer que u; € H%(2) et que uy € H*(9).
En déduire que (2), (4) admet une unique solution (u1,us) € H*(Q2) x H?(Q).

3. Question bonus, facultative. Traiter le cas des conditions aux limites suivantes :

9]
(6) up =0, % =0  surof.



